Kacik przestrzenny (4): Metoda objetosci

Tym razem zajmiemy si¢ dosy¢ prosta, a zarazem
bardzo wazna metoda — metoda objetosci. Jest to
analog metody p6l na plaszczyznie. Przez V(XYZT)
bedziemy oznacza¢ objetos¢ czworoscianu XYZT.
Potrzebne beda dwa nastepujace fakty:

Fakt 1. Punkt D', rézny od D i nielezgcy na
plaszezyznie ABC, lezy wewngtrz lub na brzegu
czworocianu ABCD. Prosta DD’ przecina plaszczyzne
ABC' w punkcie S. Wtedy (rys. 1)
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Fakt 2. Dany jest czworo$cian ABC'D oraz punkty
A’ B, C" lezqce na pétprostych DA~ , DB, DC™.
Wowczas
V(A'B'C'D) A'D-B'D-C'D
V(ABCD)  AD-BD -CD °

Nietrudny dowdd faktu 1 i wyprowadzenie z niego
faktu 2 pozostawiamy Czytelnikowi. Te dwa proste
fakty maja szereg réznych zastosowan — zobaczmy kilka
przyktadéw.

1. (OM 44-11-3) Na krawedzi OA; czworoscianu
OA1B1C1 wybrano punkty As, As, takie Ze

OA; > OAs > OAsz > 0. Punkty Bo, B3 lezg na krawedzi
OBy, a punkty Cy,Cs lezg na krawedzi OCY, przy czym
plaszezyzny A1 B1C1, A3 BoCy, A3BsCs sq réwnolegle.
Niech V; (i =1,2,3) oznacza objetosé czworoscianu
OA;B;C;, a'V objetosé¢ czworoscianu OA,BsCl.
Wykazaé, Ze

i+ Vo+ V3 >3V

Rys. 2

Rozwigzanie. Niech OA; = a1, OAs = ag, OA3 = as.
Korzystajac z faktu 2 i réwnoleglosci trzech danych
plaszczyzn, otrzymamy
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Analogicznie dostaniemy, ze
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Dodajac stronami i korzystajac z nieréwnosci miedzy

$rednia arytmetyczna i geometryczna, otrzymamy
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Mimo iz pozornie wydaje sie, ze nie ma tu nic trudnego,
to polecam Czytelnikom rozwiazanie kilku tego typu
zadan ze strony internetowej Delty — czasem naprawde
trzeba sporo sprytu, by méc zastosowaé fakt 2.

Metode objetosci mozna stosowaé nie tylko w jedna
strone, ale takze w druga: zamieni¢ stosunki dlugosci
odcinkéw na stosunki objetosci pewnych bryl. Ten
pomyst pozwala na rozwiazanie wielu z pozoru
nietatwych zadan.

2. (OM 14-1-11) Wewngtrz czworoscianu ABC'D
obrano punkt S. Proste AS, BS,CS, DS przecinajq
przeciwlegle $ciany czworoscianu odpowiednio
w punktach A', B',C’', D’. Dowiesé, ze
SA n SB’ n Sc’ n SD' _1
AA’ BB CC' DD '
Rozwigzanie. Korzystajac z faktu 1, otrzymamy
SA"  V(BCDS)
AA"  V(ABCD)’
Wyrazajac analogicznie pozostale utamki, otrzymamy
SA" Sp’  SC'  SD'
Ax BB oo T DD
_ V(BCDS)
- V(ABCD)
V(DABS)
V(ABCD) = V(ABCD)
Gdybyémy nie znali tej metody, zadanie to mogloby
nam sprawi¢ duzo wiecej problemow. . .
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Zadania

3. (mOM 2001-111-3) W czworoscianie ABC'D obrano
na krawedziach AD, DB, BC odpowiednio takie punkty
K,L,M, e

AK 2 DL 3 BM 4
KD 3 LB 4 MC 5
Plaszczyzna K LM dzieli ten czworo$cian na dwa

wielosciany o objetosciach Vi i V. Wyznaczyé %

4. (OM 52-111-2) Dowiesé, ze suma odleglosci dowolnego
punktu lezgcego wewnglrz czworoscianu foremnego
o krawedzi 1 od jego wierzcholkow jest nie wieksza niz 3.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
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