Informatyczny kacik olimpijski (34): Inspektor po raz drugi

Na powierzchni pewnej planety
rozmieszczonych jest N baz,

pomiedzy ktérymi wybudowano

N — 1 dwukierunkowych potaczen

o danych caltkowitych dlugoéciach w;,
tworzgcych drzewo (pomiedzy kazdymi
dwiema bazami istnieje dokladnie jedna
$ciezka). Inspektor kontrolujacy bazy
wprowadzil Q zarzadzen, z ktorych j-te
jest postaci (uj;,v;,aj,b;) i nakazuje
przebudowaé wszystkie potaczenia

o dlugosciach z przedziatu [a;, b;], ktére
znajduja si¢ na $ciezce pomigdzy bazami
uj i vj. Naszym zadaniem jest obliczy¢,
ile potaczen nalezy przebudowad,

aby spelni¢ wymagania inspektora.
Zaktadamy, ze N i Q, a takze W — gérne
ograniczenie na liczby w;, a; i b; — sg
tego samego rzedu wielkosci.

w tej kolejnosci.

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem, o ktérym byla juz mowa poprzednio —
Inspector is coming. Nie jest to pomylka, zadanie ma bowiem drugie bardzo
interesujace rozwiazanie. Treé¢ zadania przypominamy na marginesie.

Tak jak poprzednio, ukorzenmy drzewo w dowolnym wierzchotku. Tym

razem sprébujmy pomysleé o dtugosciach krawedzi jak o chwilach, w ktorych

sg aktywne — krawedz dtugosci w; jest aktywna w chwili w;. Wowczas
zarzadzenie wymagajace przebudowania krawedzi na Sciezce pomiedzy u; i v;

o dlugodciach z przedzialu [a;, b;] oznacza dokladnie tyle, ze nalezy przebudowaé
krawedzie z tej wlasnie $ciezki, ktore sa aktywne kiedykolwiek pomiedzy
chwilami a; i b;. Rozbijmy takie zarzadzenie na poczatek (w chwili a;) oraz
koniec (w chwili b;). Zdarzeniami nazwijmy: poczatki zarzadzen, ich konce

oraz momenty aktywnosci poszczegolnych krawedzi. Posortujmy wszystkie
zdarzenia wzgledem czasu (sposéb rozstrzygania remiséw podczas sortowania
pozostawiamy do przemyslenia Czytelnikowi) i sprobujmy je obstugiwaé¢ wlasnie

Aktywne, czyli rozpoczete i jeszeze niezakonczone, zarzadzenia bedziemy
zapisywaé w pewnej strukturze danych. Dla kazdego zdarzenia reprezentujacego
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krawedz chcemy stwierdzié¢, czy trzeba te krawedz przebudowad, czy tez nie.

Jak juz wspominaliSmy przy pierwszym rozwiazaniu, krawedz dtugosci w
prowadzaca z wierzchotka p do jego ojca ¢ w drzewie nalezy przebudowaé
doktadnie wtedy, gdy w poddrzewie wierzcholka p rozpoczyna sie, ale nie konczy,

jakas $ciezka z zarzadzeniem zawierajacym w. Poniewaz zajmujemy si¢ tylko

aktywnymi w danej chwili zarzadzeniami, wigc wystarczy nam umieé¢ stwierdzac,
czy w naszej strukturze danych jest jakiekolwiek zarzadzenie wychodzace
z poddrzewa p poza to poddrzewo.

Jak zbudowaé strukture danych umozliwiajaca efektywne wykonywanie
> opisanych operacji? Nie pierwszy raz bedziemy w takiej sytuacji korzystac
z drzewa przedzialowego, wczedniej jednak musimy poczynié¢ pewne obserwacje.

Po raz kolejny przypomne, ze o problemie
znajdowania najnizszego wspdlnego
przodka dwéch wierzchotkéw w drzewie,
czyli LCA tych wierzchotkéw, mozna
poczytaé w Delcie 9/2007, ,O dwéch
réwnowaznych problemach”, oraz w IKO
w Delcie 7/2009.

Po pierwsze, zauwazmy, ze $ciezke pomiedzy v i v mozemy roztozyé¢ na dwie
czedel idace w drzewie w gore: z u do LCA(u,v) oraz z v do LCA(u, v).
Bedziemy wiec zapisywaé dla zarzadzenia (uj,v;,a;,b;), w momencie jego
rozpoczecia, liczbe +1 w wierzchotkach u; i v; oraz —2 w wierzchotku
LCA(uj,v;), a przy zakonczeniu tego zarzadzenia bedziemy usuwaé te zapisy.
Zauwazmy, ze wystawanie pewnej Sciezki z poddrzewa p jest w takim razie

rownowazne temu, ze suma liczb zapisanych w poddrzewie p jest dodatnia. Caly
problem sprowadza sie wiec do nastepujacego: w jaki sposéb szybko obliczaé
sume liczb zapisanych w wierzchotkach dowolnego poddrzewa.

W tym miejscu potrzebny jest jeszcze jeden pomyst:
przed wykonaniem wszystkich opisanych obliczen
wykonamy pewien wstep, ktory pozwoli nam na
utworzenie wymarzonego drzewa przedziatowego. Bedzie
nim przeszukiwanie drzewa w gltab (DFS) startujace

z korzenia drzewa, podczas ktérego zapamietamy dla
kazdego wierzchotka v czas wejscia do niego A, i czas
wyjscia z niego B,. Zauwazmy, ze za pomoca tych liczb
mozemy stwierdzaé, czy jeden wierzchotek znajduje

sie w poddrzewie drugiego: w jest w poddrzewie v
wtedy 1 tylko wtedy, gdy [Aw, Bw| C [Ay, By]. W takim
razie, jesli posortujemy wierzchotki wedtug wartosci A;,
otrzymamy taka kolejnos¢, w ktorej kazde poddrzewo jest
spéjnym fragmentem (przedzialem) tak uporzadkowanego
ciagu wierzchotkéw.

Pozostaje juz tylko standardowe zastosowanie struktury
danych, jaka jest drzewo przedzialowe: li$¢mi tego
drzewa beda wierzchotki oryginalnego drzewa w ustalonej
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przed chwilg kolejnosci. Potrzebne nam operacje

to dodanie liczby do wartoéci zapisanej w lidciu
symbolizujacym odpowiedni wierzcholek oraz
sprawdzenie, czy suma wartosci w spéjnym fragmencie
zbioru lidci, odpowiadajacym odpowiedniemu
poddrzewu drzewa z tresci zadania, jest dodatnia.

Sa to dokladnie operacje udostepniane przez drzewo
przedzialowe (w razie watpliwosci Czytelnikow
odsylamy na strone http://was.zaa.mimuw.edu.pl/).

Podsumujmy wykonywane operacje: O(N log N)

— wstepne przetworzenie drzewa, przeszukiwanie DFS
oraz sortowanie wierzchotkéw wedlug wartosci A;,

plus O(Q log N') — znalezienie najnizszych wspélnych
przodkéw dla wszystkich par wierzchotkéw z zarzadzen,
plus N + 2Q operacji na drzewie przedzialowym, kazda
w czasie O(log N). Lacznie daje to O((INV 4+ Q) log N)
operacji przy zuzyciu pamieci rzedu O(N log N).
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