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Ludzie od zawsze chcieli zrozumieé ruch cial niebieskich. Odkrycie przez Newtona
zasad dynamiki i prawa powszechnego ciazenia oraz powstaly niemal jednoczesnie
rachunek rozniczkowy pozwolily wreszcie na realizacje tego pragnienia. Juz

w roku 1710 Johann Bernoulli rozwiazal zadanie Keplera, czyli opisal ruch
dwéch cial przyciagajacych sie sila grawitacji. W naturalny sposéb kolejnym
problemem stato sie rozwigzanie zagadnienia ruchu trzech cial oddziatujacych

na siebie sitami grawitacyjnymi. Pierwsze rozwiazanie uproszczonej wersji tego
problemu przedstawil w 1767 roku Leonhard Euler. Euler pokazal, ze jesli trzy
ciala o skonczonych masach sa rozmieszczone w pewnej chwili na jednej prostej
w odpowiednich odleglosciach (te odleglosci sa skomplikowanymi funkcjami

mas cial) oraz nada im sie wlasciwe predkosci poczatkowe, to ciala te beda

sie poruszaly po potozonych w jednej ptaszczyznie elipsach, przez caly czas

lezac na jednej prostej (oczywiscie zmieniajacej sie w czasie). Odkryte przez
FEulera trajektorie mozna podzieli¢ na 3 typy odpowiadajace réznym wzajemnym
potozeniom trzech cial na prostej. Te orbity odkryl niezaleznie w 1772 roku
Joseph Louis Lagrange, dodajac jeszcze 2 rodzaje orbit zamknietych. Lagrange
wykazal, ze jesli w chwili poczatkowej ciala znajduja sie w wierzchotkach trdjkata
rownobocznego i zostang im nadane odpowiednie predkosci poczatkowe, to beda
sie one poruszaly po orbitach eliptycznych w taki sposéb, ze ich polozenia beda
zawsze tworzyly trojkat rownoboczny. W ten sposéb znaleziono dwie dodatkowe
klasy orbit (orbity Lagrange’a mozna podzieli¢ na 2 typy: gdy ruch odbywa sie
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara oraz przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara).
Przez nastepne 100 lat nie znaleziono zadnych nowych zamknietych orbit dla
zagadnienia trzech cial.

Postep nastapil dopiero, gdy Henri Poincaré zajat

sie tzw. ograniczonym zagadnieniem trzech cial.
Ograniczone zagadnienie polega na rozpatrywaniu

ruchu ciala o pomijalnie malej masie w polu sit dwu

cial o niezerowych masach. W Ukladzie Stonecznym
odpowiada to ruchowi komety w uktadzie Stonce-Jowisz,
albo ruchowi sztucznego satelity w uktadzie
Ziemia-Ksiezyc — w dalszym ciagu bedziemy mowili, ze
te ciala to stonce, planeta i kometa. Problem istnienia
orbit zamknigtych dla ograniczonego zagadnienia

trzech cial mozna tatwo opisaé, jesli zalozy¢, ze stonce

i planeta wykonuja ruch po orbitach kotowych wokot
wspolnego srodka ciezkosci. Do takiego zagadnienia
mozna wybra¢ obracajacy sie uklad wspolrzednych,

w ktorym stonice i planeta sa nieruchome (w ukladzie
tym opisane wczesniej 3 rodziny orbit Eulera i 2 rodziny
orbit Lagrange’a redukuja si¢ do 5 punktéow zwanych
punktami libracji). Woké! stonica i planety powstaje
wtedy obszar zwany obszarem Hilla, ktorego ksztalt
zalezy od pewnej stalej, zwanej stala Jacobiego i bedacej
jedna z calek ruchu tego ukladu. Interesujacy nas ruch
komety powinien si¢ wtedy odbywaé¢ wewnatrz obszaru
Hilla. Dla duzych wartosci stalej Jacobiego obszar Hilla
zlozony jest z dwoch roztacznych owalnych czedci — jednej
wokol stonica, drugiej wokot planety. Jesli kometa jest

w poblizu stonica, to moze si¢ jedynie poruszac¢ po orbitach
zamknietych wokoét stonca. Jesli jest w poblizu planety, to
po orbitach zamknietych wokél planety. Przy mniejszych
wartosciach stalej Jacobiego roztaczne obszary wokoét
stonica i planety lacza sie w jeden wspélny obszar.

W takim obszarze ruch komety moze by¢ niezwykle
interesujacy: pewna liczba okrazen stonca, potem ruch
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w kierunku planety i pewna liczba okrazen planety,
nastepnie powr6ét w poblize stonica i krazenie wokét niego
itd. Wreszcie dla malej wartosci stalej Jacobiego obszar
Hilla otwiera sie na zewnatrz, co pozwala na ucieczke
komety z otoczenia uktadu stonce-planeta. Poruszanie sig¢
komety w zamknietym obszarze Hilla nie oznacza jeszcze
istnienia zamknietych orbit. Juz Poincaré wykazal, ze

w wiekszosci przypadkéw ruch komety bedzie chaotyczny.
Tylko dla dostatecznie malej masy planety Poincaré
udowodnil istnienie zamknigtej orbity komety, przy czym
okraza ona wtedy jedynie stonce.

Dla ruchu stonica i planety po orbitach eliptycznych
(czyli takich, jakie wynikaja z rozwiazania zagadnienia
dwdch cial) istnienie zamknietych orbit komety zostalo
wykazane przy zalozeniu dostatecznie malej masy planety
przez Jirgena Mosera w 1953 roku (ruch wylacznie
wokoét stonca). W 1963 roku Richard Arenstorf wykazal
istnienie rozwiazan okresowych, w ktérych kometa mogta
krazy¢ jednoczesnie wokélt stonca i planety, wykonujac
skomplikowane petle. Te wyniki udalo sie w latach
siedemdziesiatych XX wieku rozszerzy¢ na przypadek
komety o niezerowej, ale malej masie (Hadjidemetriou —
dla orbit kotowych, Kammeyer — dla orbit eliptycznych)
a takze na przypadek, gdy ruch nie odbywa si¢ na
plaszczyznie, ale w calej trojwymiarowej przestrzeni.

Badanie istnienia zamknietych orbit dla zagadnienia
trzech cial zmienilo sie zupelnie z chwila pojawienia

sie szybkich komputeréow. Juz Arenstorf, pracujac dla
NASA i interesujac si¢ w rzeczywistosci badaniem
zamknigtych orbit dla ruchu satelity w uktadzie
Ziemia-Ksiezyc, nie ograniczyl si¢ jedynie do wykazania,



ze dla dostatecznie malej masy Ksiezyca orbity takie Zagadnienie trzech cial ciagle kryje w sobie wiele

istnieja. Przeprowadzil on odpowiednie symulacje niespodzianek. Przykladem moga by¢ symulacje
komputerowe dla rzeczywistych mas Ziemi i Ksigzyca komputerowe, ktore w 1993 roku doprowadzilty

i wykazal istnienie zamknietych orbit w tym ukladzie. Crisa Moore’a do odkrycia nowych orbit zamknietych:
Lata siedemdziesiate i osiemdziesiate XX wieku trzy ciata o jednakowych masach oddzialujace sitami
przyniosty burzliwy rozwdj symulacji komputerowych grawitacyjnymi poruszaja sie po tej samej plaskiej

dla zagadnienia trzech cial. Obecnie bez wielkiego krzywej w ksztalcie 6semki. Zaskakujace komputerowe
trudu mozna znalezé w sieci strony z apletami symulacje Moore’a zostaly w 2000 roku potwierdzone
przedstawiajacymi wizualizacje wielu rozwiazan dowodem podanym przez Alaina Chencinera
zagadnienia trzech cial (zwykle dwuwymiarowych). i Richarda Montgomery’ego.

Sieciografia, czyli obrazki:

[1] Collection of remarkable three-body motions
httt://faculty.ifmo.ru/butikov/Projects/Collectionl.html

[2] Three body problem — Scholarpedia
http://www.scholarpedia.org/article/Three_body_problem

[3] Restricted Three-Body Problem
http://sprott.physics.wisc.edu/chaos/3body.htm

[4] Three Body Problem
http://astro.u-strasbg.fr/ koppen/body/ThreeBodyHelp.html

To sa strony o bardzo réznym charakterze: na przyklad [3] to tylko obrazek (ale
fantastyczny!), strona [4] wymaga troche popracowania, aby umieé¢ uruchomié
aplety, ale za to pozwala eksperymentowa¢ kazdemu, bo mozna samemu
dobieraé¢ dane. Strona [1] zawiera 10 ciekawych orbit i juz, a [2] (zrobiona przez
wybitnego specjaliste z branzy) pokazuje kilka naprawde ciekawych obrazkéow,
miedzy innymi ruch w obszarze Hilla oraz trzy ciata, ktére sie gonig po 6semce.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 769. Wyznaczy¢ okres drgan cigzarka C, zamocowanego przegubowo dwoma
lekkimi pretami o dlugosci I do drazka AB, nachylonego pod katem « do
poziomu (rysunek). Przyjmujemy, ze < BAC = < ABC = 3, tarcie zaniedbujemy.
Rozwiazanie na str. 24

F 770. Punkt zawieszenia wahadla matematycznego dlugosci | wprawiono
momentalnie w ruch poziomy ze stala predkoscia v. Po przemieszczeniu

sie tego punktu na odlegtos¢ x zostal on znowu momentalnie zatrzymany.
Dla jakiej predkosci v drgania wahadta, powstajace na poczatku ruchu,
zostang zatrzymane zaraz po zakonczeniu ruchu punktu zawieszenia? Przed
rozpoczeciem ruchu wahadlo bylo w spoczynku.

Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Waldemar POMPE

M 1285. Punkt P lezy wewnatrz trdjkata rownobocznego ABC'. Punkty

D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC,CA, AB.
Wykazaé, ze suma dlugosci odcinkow AF, BD i C'E nie zalezy od wyboru
punktu P.

Rozwiazanie na str. 24

M 1286. W lewe dolne pole szachownicy 8 x 8 wpisano liczbe —1, a w pozostale
pola liczbe 1. W jednym ruchu mozemy zmienié¢ znaki wszystkich liczb
wystepujacych w pewnej kolumnie lub wierszu. Rozstrzygnaé, czy mozna po
skonczonej liczbie takich operacji otrzyma¢ w prawym goérnym polu liczbe —1,

a w pozostalych polach liczbe 17

Rozwiazanie na str. 15

M 1287. Rozwigzaé w liczbach calkowitych dodatnich réwnanie
23 — % = xy + 61.
Rozwiazanie na str. 15
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