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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
591 (WT = 1,74) i 592 (WT = 3,40)
z numeru 12/2009

Witold Bednarek Lodz 44.76
Tomasz Wietecha Tarnéw 43,75
Adam Woryna Ruda SI. 43,72

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,10

Witold Bednarek — obecny z nami od
narodzin Ligi (!) — zgromadzit ,44”
po raz piaty.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/2010

Przypominamy tresé zadan:

599. W kazde pole kwadratowej tabeli o wymiarach n X n, gdzie n > 4, zostala wpisana liczba
+1 lub —1. Kazdemu zbiorowi n pél, zawierajacemu po jednym polu z kazdego wiersza i z kazdej
kolumny, przyporzadkowujemy iloczyn liczb wpisanych w te pola. Dowiesé, ze suma uzyskanych
iloczynéw dzieli si¢ przez 4.

600. Dwusieczne katéw wewnetrznych A, B, C tréjkata ABC przecinaja okrag na nim opisany
odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty D', E', F’ sa symetryczne do punktéw D, E, F

odpowiednio wzgledem prostych BC, CA, AB. Wysokosci trojkata ABC przecinaja si¢ w punkcie H.
Dowieéé, ze punkty D', E’, F’, H leza na jednym okregu.

599. Dowolny zbiér n pdl, zawierajacy po jednym polu

z kazdego wiersza i z kazdej kolumny, nazwijmy zmyslnym.
Jest n! takich zbioréw (tworzac zmyslny zbiér, wybieramy
jedno sposrod n pél pierwszego wiersza, jedno sposrdéd n — 1
pol drugiego wiersza itd.). Ponumerujmy zbiory zmys$lne

w dowolny sposéb liczbami od 1 do n!. Niech P; oznacza
iloczyn liczb wpisanych w pola i-tego zbioru zmyslnego.
Oczywiscie P; = +1.

Kazde pole tablicy wystepuje w doktadnie (n — 1)!
zmyslnych zbiorach (bo dowolny zmyslny zbiér, zawierajacy
wybrane pole, staje si¢ — po usunieciu tego pola, wraz

z calym wierszem i kolumna — zmys$lnym zbiorem

w powstalej tabeli (n — 1) x (n —1)). Liczba (n — 1)! jest
parzysta, zatem iloczyn P - ...- P, jest réwny 1.

Przyjmijmy, ze w ciagu Pi,..., Py warto$¢ —1
wystepuje k razy. Skoro [[ P; = 1, liczba k jest parzysta.
W konsekwencji

P +...+Py=Mn—k)-1+k-(-1) =n! -2k
Jest to liczba podzielna przez 4, bo n > 4.

600. Gdy dwa boki —np. AC i BC' — maja te sama dlugosé,
woéwcezas AH || BF (oba odcinki prostopadte do BC'),
podobnie BH || AF i czworokat AFBH jest rombem; zatem
punkt F” pokrywa sie z H i nie ma czego dowodzi¢. Dalej
zakladamy, ze tréjkat ABC nie jest réwnoramienny.

Niech P,Q, R beda odpowiednio srodkami odcinkéw AD,
BE, CF. Punkt F jest srodkiem tuku AB, niezawierajacego
punktu C, wiec prosta F'F’ jest symetralng boku AB.
Oznaczmy wspélny $rodek prostopadtych odcinkéw

AB i FF' przez M. W (niezdegenerowanym) tréjkacie CFF’
grodkowe C'M i F’R przecinaja sie w jego $rodku ciezkosci,
ktoéry dzieli kazda z nich w stosunku 2 : 1. A poniewaz
odcinek C'M jest tez srodkows w tréjkacie ABC, wynika
stad, ze 6w punkt przeciecia jest jednoczesnie srodkiem
ciezkosci trojkata ABC.
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Analogiczne rozumowanie dla tréjkatéw ADD’ i BEE'
pokazuje, ze ich $rodki cigzkosci pokrywaja si¢ ze srodkiem
ciezkosci G trojkata ABC. Tak wiec G dzieli kazdy

z odcinkéw D'P, E'Q, F'R w stosunku 2 : 1. Innymi
stowy, punkty P, Q, R sa obrazami punktéw D', E', F’

w jednokladnosci o srodku G i skali —1/2.

Obrazem punktu H w tej samej jednoktadnosci jest

punkt O, §rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC' (znany
fakt, zreszta tatwy do udowodnienia). Aby uzyskaé teze
zadania, wystarczy wiec wykazaé, ze punkty O, P, Q, R leza
na jednym okregu. To za$ jest oczywiste — jest to okrag

o srednicy OI, gdzie I oznacza punkt przeciecia odcinkéw
AD, BE, CF ($rodek okregu wpisanego w trojkat ABC).
Przechodzi on przez punkty P, Q, R, ktore sa wierzchotkami
katéw prostych w trdjkatach o przeciwprostokatnej O1.
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Klub 44

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

496. Do zrédla statego napigcia dolgczono 4 jednakowe oporniki polaczone szeregowo. Gdy nast¢pnie
dotaczono pewien woltomierz do punktéw A i B (rys. 1), wskazal on napiecie 3 V, a pomiar napiecia
miedzy A i C' tym samym woltomierzem dal wynik 5 V. Ile wynosi napiecie zrédta?

497. Zbiornik o objetosci V laczymy z cylindrem o poczatkowej objetosci 2V na trzy sposoby:

(a) $cianka przewodzacy cieplo (rys. 2),

(b) rurka tak waska, ze ci$nienie po obu stronach po pewnym czasie sie¢ wyréwnuje, natomiast

temperatura

L Fo{
A B
Rys. 1

temperatur,
Rys. 2

Rys. 3

nie (rys. 3),
|| (c) przegroda, ktéra po otwarciu pozwala na wyréwnanie si¢ zaréwno ci$nien, jak i temperatur.
|I

Poza $cianks z przypadku (a) inne Scianki naczyn nie wymieniajg ciepta z wypelniajacym wnetrze
gazem doskonalym, ktérego poczatkowe cidnienie pg i temperatura Ty byly jednakowe. Sprezono gaz
w cylindrach do objetosci V:

(a) tak szybko, ze cieplo nie zdazylo przeplynaé przez Scianke (ale tak wolno, ze przemiana
byla odwracalna — opisana wzorem pV” = const), a nast¢pnie zaczekano na wyréwnanie sig

(b) tak szybko, ze gaz nie zdazyl przeplynaé rurka (ale... jak wyzej), a nastepnie zaczekano na
wyréwnanie si¢ cinienia.
(¢) po czym otwarto przegrode, a nastepnie ja zamknieto.

Nastepnie cofnieto w opisany sposéb ttoki do poprzedniego potozenia i doprowadzono do wyréwnania
temperatury (w przypadku (a)) lub ci$nienia (b), lub obu (c). Jaka temperature osiagnal w kazdym
z tych przypadkéw gaz, jesli Ty = 300 K, wykltadnik v = ¢, /cy ma warto$é 1,4, a przedstawiony cykl

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
492 (WT = 1,55) i 493 (WT = 3,67)
z numeru 2/2010

powtérzono 10 razy?

Michal Kozlik

Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny Warszawa 31,68
Jacek Piotrowski Razeszéw 31,58
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 29,57
Jerzy Witkowski Radlin 27,61
Tomasz Wietecha Tarnéw 17,10

Gliwice 38,31
Gliwice 36,55

Uy

ktorych rozwiazaniem jest

496. Przyczyna tego, ze drugie ze zmierzonych napigé (Uz) nie jest dwukrotnie
wigksze od pierwszego (Ui), moze byé skoniczona warto$é oporu wlasnego woltomierza.
Oznaczmy ten opér jako Ry, a opor pojedynczego opornika jako R. Pozostawiamy
Czytelnikowi wyprowadzenie rownan

_ URy v, URv
T 3R+4Ry’  ° 2(R+Ry)’
20U,
U= o =30 V.

497. Zgodnie z podanym réwnaniem przemiany adiabatycznej (réwnowazna postacia
jest VYT = const) temperatura w cylindrach osiagneta po sprezeniu warto$é réwna
T1 = 27~ 'Ty. Dalej rozpatrujemy kolejno przypadki (a), (c) i (b).

(a) Poniewaz cylinder zawiera 2 razy wiecej gazu niz
zbiornik, wiec temperatura po wyréwnaniu wyniosta

T> = (211 + Tov) /3. Podczas rozprezenia temperatura

w cylindrze spadta do wartodci T3 = 217 7T%, a ponownie
wyréwnana jej warto$¢ jest dana wzorem Ty = (275 + T3)/3.
Stad Ty = 5(5+2*77 +27)T, = 1,0172 Ty, a po 10 cyklach
dochodzimy do temperatury

1,0172'° - Ty = 1,186 To.

(c) Obliczenie temperatur 74, T> i T5 nie odbiega od
przypadku (a), jednak tym razem ilo$¢ gazu rozprezanego
w cylindrze jest tak sama, jak pozostata w zbiorniku, wiec
T+ T 1 _
T, = % = 3277+ 20T = 1,066 T,
Podniesienie mnoznika do potegi 10 daje temperature

1,897 Th.

(b) Wyznaczenie temperatur po wyréwnaniu cisnienia
jest teraz o wiele bardziej pracochtonne. Nalezy najpierw
przyréwnaé taczna energie wewnetrzna przed i po
wyréwnaniu cisnien. Podstawmy energie wewnetrzna gazu
w postaci U = nCyT = pV Cv /R; poniewaz objetosci

sg jednakowe, to wyréwnane cisnienie p» jest srednia
arytmetyczna poczatkowego ci$nienia w zbiorniku po

i ci$nienia po sprezeniu w cylindrze p1 (co skadinad jest
prawda takze dla przypadku (c))

1
p2 = 5(27 + Dpo.
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Rozprezenie gazu w cylindrze (wynikajace z wyplywu przez
rurke) jest adiabatyczne, a korzystajac z réwnania adiabaty
w postaci
pl—l/ v
T

iznajac parametry poczatkowe pi i 11 oraz p2, wyznaczamy Ts.
Jako ostatnia znajdujemy temperature Ty gazu w zbiorniku,
przy czym mozna oprzeé sie na zachowaniu liczby moli, tzn.

PL P _ P2 P2

T To T Ty
Cofniecie tloka obnizy temperature w cylindrze wedtug
poprzedniego wzoru T3 = 2' 77Ty, a dalej opisang wyzej
procedure nalezy powtérzyé, z dwiema modyfikacjami:
po pierwsze, wyréwnane cisnienie ps wyraza si¢ przez
cisnienia w cylindrze p3 i w zbiorniku ps z wagami
odpowiadajacymi objetosciom, tzn.

pa = (2p3 +p2)/3,

a po drugie, rozprezenie adiabatyczne ,przez rurke” dotyczy
teraz gazu pozostalego w zbiorniku. Calo$é obliczen nadaje
si¢ chyba tylko do analizy numerycznej, a wynikiem po

10 cyklach jest temperatura 1,900 7y w cylindrze i 1,893 To
w zbiorniku. Ciekawe, ze wyniki przypadkéw (b) i (c) sa
praktycznie identyczne, co wynika z faktu, ze przepltyw przez
rurke do$¢ skutecznie wyréwnuje temperature, a ponadto
samo wyrownywanie temperatury ma niezbyt duzy udziatl we
wzroscie entropii i ogrzewaniu gazu (por. wyniki (a) i (¢)).

= const



