Informatyczny kacik olimpijski (33): Inspektor

Tym razem wezmy pod lupe zadanie o nazwie Inspector is coming, pochodzace
z obozu treningowego rosyjskich druzyn (autor zadania: Aleksey Tolstikov).

Na powierzchni pewnej planety rozmieszczonych jest N baz, pomiedzy
ktérymi wybudowano N — 1 dwukierunkowych polaczen o danych catkowitych
dlugosciach w;, tworzacych drzewo (pomiedzy kazdymi dwiema bazami
istnieje doktadnie jedna $ciezka). Inspektor kontrolujacy bazy wprowadzil

Q zarzadzen, z ktorych j-te jest postaci (uj,v;,a;,b;) i nakazuje przebudowaé
wszystkie polaczenia o dlugoéciach z przedziatu [a;, b;], ktére znajduja si¢ na
Sciezce pomiedzy bazami u; i vj. Naszym zadaniem jest obliczy¢, ile polaczen
nalezy przebudowac, aby spelni¢ wymagania inspektora. Zaktadamy, ze

N iQ, atakze W — gérne ograniczenie na liczby w;, a; i b; — sa tego samego
rzedu wielkosci.

Naturalnym podejsciem jest przegladanie, dla kazdego zarzadzenia j, wszystkich
polaczen, ktoére leza na Sciezce pomiedzy u; a v;. Niestety, moze by¢ ich nawet
N — 1. Stad zlozono$é takiego rozwiazania wyniesie Q(NQ). W takim razie
mozemy dla kazdego zarzadzenia po prostu przeszukaé cale drzewo i zaznaczy¢,
ze polaczenia na odpowiedniej Sciezce i o dlugosciach z przedziatu [a;, b;] musza

zostaé¢ przebudowane. Daje to rozwiazanie, ktére rzeczywiscie ma ztozonosé
czasowa O(NQ), natomiast pamieciowa O(N).

Jak zwykle, problemem jest przejscie od takiego
rozwiazania do jakiegokolwiek szybszego. Istnieja

co najmniej trzy rézne podejscia, z ktérych kazde daje
niezle wyniki. Przedstawione ponizej jest, zdaniem
autora, najefektowniejsze.

Ukorzenmy drzewo w dowolnym wierzchotku. Zacznijmy
od obserwacji, ze kazda $ciezka (pomiedzy u; a v;)
rozklada sie na dwie éciezki idace w drzewie wylacznie
w gore, odpowiednio z u; 1 vj, do LCA(u;,v;). Przez
LCA(p, q) oznaczamy tu najnizszego wspdlnego przodka
wierzchotkéw p i ¢ (wiecej o problemie LCA mozna
poczytaé w Delcie 9/2007, ,O dwbéch réwnowaznych
problemach”, oraz w IKO w Delcie 7/2009).
Dokonujemy takiego rozkladu dla kazdego zarzadzenia

i zapamietujemy w wierzchotkach u; oraz v;, ze

tam rozpoczynaja sie Sciezki o ograniczeniu [a;, b;]
prowadzace do LCA(uj,v;).

Zastandéwmy sieg, jak teraz sformulowaé warunek na to,
ze polaczenie musi zosta¢ przebudowane. Rozwazmy
potaczenie o dlugoéci w z wierzchotka p do jego ojca q.
Musi ono zosta¢ przebudowane wtedy i tylko wtedy, gdy
w poddrzewie wierzchotka p rozpoczyna sie jakas Sciezka
z ograniczeniem takim, ze w € [a;, b;], oraz ta Sciezka
nie konczy sie w poddrzewie p.

Bedziemy przeszukiwaé¢ drzewo w glab i pamigtac
potaczenia na Sciezce z aktualnie odwiedzanego
wierzchotka do korzenia. Gdy napotykamy wierzcholek,
z ktérego wychodzi Sciezka w gore, to musimy przejrzeé
nasze polaczenia i stwierdzi¢, ktére z nich maja dtugosci
z okreslonego przedziatu i sa ponizej drugiego konca

tej Sciezki. Wykorzystamy do tego statyczne drzewo
przedziatowe. Dla kazdego przedziatu bazowego postaci
[m -2k (m + 1) - 2F) bedziemy pamietali strukture
danych S zawierajaca polaczenia, ktére sa na Sciezce

z aktualnie odwiedzanego wierzchotka do korzenia
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i maja dlugosci z tego przedzialu, poza polaczeniami,
o ktorych wiemy juz, ze trzeba je przebudowac.
Strukture S zaimplementujemy jako stos,

z polaczeniami uporzadkowanymi od korzenia

(dno stosu) w dét drzewa (wierzcholek stosu). Gdy
przechodzimy jakims potaczeniem w dét drzewa, to
dodajemy je na szczyt stosu dla O(log W) przedzialéw
zawierajacych jego dlugo$é, a gdy po pewnym

czasie cofamy sie tym polaczeniem, dla tych samych
przedzialéw usuwamy je z wierzchotkéw stoséw
(chyba zZe z niektérych zostalo juz ono wezesniej
usuniete). Kiedy natomiast napotykamy dolny koniec
$ciezki, rozbijamy przedzial [a;,b;] na sume¢ O(log W)
roztacznych przedzialéw bazowych i dla kazdego

z nich zaznaczamy, ze polaczenia, ktére sa ponizej
drugiego konca Sciezki (a wiec kilka poczatkowych

z wierzchu stosu), musza zostaé przebudowane, oraz
zdejmujemy je ze stoséw dla tych przedzialow. Takie
przetworzenie jednej Sciezki moze pochlonaé wiele
operacji, ale co najwyzej O(logW + X), gdzie X

jest liczba zdjetych ze stoséw polaczen. Wszystko, co
wrzucimy na stos, zostanie jednak zdjete co najwyzej
raz, wiec calo$é sie amortyzuje.

Ostatecznie, zlozonosé czasowa takiego rozwigzania
to: O((N + Q) log N) — wstepne przetworzenie drzewa
oraz wyznaczenie wszystkich najnizszych wspélnych
przodkéw, plus O(N log W) — wrzucanie polaczen do
struktury i zamortyzowane ich usuwanie oraz proby
usuwania tych, ktére wezesniej juz usunieto, plus
O(Qlog W) — przetwarzanie Sciezek poza usuwaniem
polaczen, co tacznie daje O((N + Q) log NW),

przy zuzyciu pamieci O(Nlog N + W + Nlog W).
Mozna pozby¢ sie czynnikéow log N, jesli zastosuje sie
optymalne algorytmy znajdowania LCA, jednak jest to
raczej niepraktyczne.
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