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20 i 21 maja finalisci LXI Olimpiady Matematycznej zmagali sie z ostatnimi
szescioma zadaniami tych zawodow. W sobote, 24 maja zostaly ogloszone wyniki.
Bezapelacyjnym zwyciezca zostal Damian Orlef z Zabrza, ktory rozwiazal wszystkie
zadania, uzyskujac 36 punktéw na 36 mozliwych. Nastepni dwaj zawodnicy
rozwiazali po cztery zadania bezblednie, a czterech nastepnych tez po cztery,

ale tracac po jednym punkcie. Final Olimpiady okazal si¢ wiec trudny.

7 zadaniami finalu oraz szkicami ich rozwigzan mozna zapoznacé sie na stronie olimpiady pod
adresem: www.om.edu.pl

Zwykle w trakcie zawodéw lub w trakcie sprawdzania prac w pozostatych szesciu pracach nie rozwazono wszystkich
znajdowane sa bardziej pomystowe lub prostsze rozwigzania mozliwych potozen réznych punktéow, czyli przesadnie
niektérych zadan niz te zaproponowane przez organizatorow. sugerowano sie rysunkiem, ktéry mogt wygladaé nieco
Tak byto i tym razem. Nizej przedstawimy inne niz podane inaczej, a w jednej powotano sie na niestandardowe,

w szkicach rozwigzania dwoéch zadan: doéé¢ trudnego — prawdziwe twierdzenie, ale niewystepujace w znanych
trzeciego i najtrudniejszego — szostego. Z 12 oséb, ktére ksiagzkach.

rozwiazaly zadanie trzecie, tylko pie¢ zrobito to bezbtednie, Zadanie széste rozwiazat jedynie zwyciezca.

Zadanie 3. Dany jest rownoleglobok ABCD, w ktorym kqt DAB jest ostry.
Punkty A, P, B, D lezq w tej kolejnosci na jednym okregu. Proste AP 1 C'D
przecinajq sie w punkcie Q. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkgcie
CPQ. Wykazaé, zZe jesli D # O, to proste AD i DO sq prostopadle.

Oto rozwiazanie bez rozwazania przypadkow, ktore podal Michal Kieza,
upraszczajac prace Lukasza Rajkowskiego, za ktérej redakcje autor otrzymat
nagrode im. Andrzeja Makowskiego.

Poniewaz DC' || AB, wiec kat QDA jest réwny katowi DAB, a ten katowi DPB
opartemu na tym samym tuku. Katy QAD i PBD sa réwne, bo kazdy z nich
dopelma kat DAP do 180°. Wobec tego tréjkaty QAD i DBP sa podobne. Stad
=£ B =£ g =: \. Z twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego do czworokata
EPBD Wymka ze AP-BD + BP-AD = DP - AB.
Stad AP - AQA+ M AD - AD = \QD - AB,
zatem AP - QA+ AD-AD = QD - AB = QD - CD (przeciwlegle boki
réwnolegloboku sa réwne). Niech R bedzie promieniem okregu s opisanego
na tréjkacie CPQ. lloczyn AP - QA to potega punktu A wzgledem okregu s,
wiec AP - QA = R? — AO?. Analogicznie QD - DC = R? — DO?, wiec
— AO? + AD? = R?> — DO?, zatem AD? + DO? = AO?. Z twierdzenia
Pitagorasa wnioskujemy, ze kat ADO jest prosty, a to nalezalo wykazac.

Zadanie 6. Dana jest liczba rzeczywista C' > 1. Cigg dodatnich liczb

rzeczywistych a1, as,as, ..., w ktorym a1 = 1 1 as = 2, spelnia warunki
A, = Ay, 0TAZ Gty < Cap, + ay) dla myn =1,2,3,.... Dowieéé, ze a, =n
dlan=1,2,3,....

Mamy ag, = asa, = 2a,,. Stad indukcyjnie otrzymujemy agon = 2". Dalej
a2 = ag < C(a1 + ag) = 9C, wiec az < 3v/C. Dla dowolnych m, n mamy

a§n+n = Q(m+n)3 = Am34+3m2n+3mn2+ns < C(am3+3m2n + a3mn2+n3) < C(C(am3 + CLBmzn) + C(a3mn2 + an3)) =
= C%(a2, + aza?,an + azama’ +a3) < C?(ad, + 3v/Ca2,a,, + 3V Capma? + a2) < C%2(a3, + 3a2,a,, + 3ama? +a) =

UzyliSmy tez pojecia granicy ciagu
nieobecnego w programach szkolnych,
ktére w rozwigzaniu firmowym jawnie
uzywane nie byto.

= C%?(a,, + a,)® — ostatnia nieréwnoé¢ wynika z tego, ze C' > 1. Wykazali$my,
ze jesli dla wszystkich par liczb naturalnych m,n zachodzi nieréwnoscé

amin < C(am + an), to zachodzi tez nieréwnosé ampn < C%%(am, + ay).

Proste rozumowanie indukcyjne prowadzi do wniosku, ze dla wszystkich trdjek
liczb naturalnych k, m, n zachodzi nieréwnosé a, ., < C®/ 6)k(am +ay).

Wobec tego apqrn < limg_, o0 c6/6)" (@ + an) = C%am + an) = A + Q-

Stad a1 < an + a1 = a,, + 1, wiec a,, < n dla kazdego n. Zatem

2" = aon < Ay + Gon_p <N+ (2" —n) = 2", a wiec a,, + agn_, = 2™ dla
kazdego n. Poniewaz mamy a, < n dla kazdego n, a wiec takze agn_,, < 2" —
wynika stad, ze a,, = n.

W rozwigzaniu tym nieco prosciej niz w firmowym zmniejszana byta stata C.
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