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® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://wuw.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
589 (WT = 2,29) i 590 (WT = 2,66)
z numeru 11,/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 43,75
Witold Bednarek Lodz 43,02
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,10
Adam Woryna Ruda SI. 38,58

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

597. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace réwnanie

flaf(@) + f) = f(2) +y

dla z,y € R.

598. Niech M = {1,2,...,m?} (m jest ustalong liczba naturalna).

(a) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica dzieli si¢ przez m
(b) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica jest réwna m?

597. Niech f bedzie funkcja spelniajaca zadane
rownanie. Biorac z = 0, dostajemy zalezno$é

fFfy) =y +,
gdzie ¢ = f(0). Zatem

f(f(=¢*) =0.

Podstawiajac w réwnaniu x = f(—c?), stwierdzamy, ze

fFw) =y
dla wszystkich y € R.

Teraz zastepujemy w réwnaniu x przez f(x):

FU@F(F@) + Fw) = f(f(2))* +y  dlazyeR.
Skoro zas f(f(x)) = x, mamy réwnanie
flxf@)+ f(y) =2*+y dlaz,ycR.

Odejmujemy je stronami od réwnania wyjsciowego
i otrzymujemy
(1) f(x)?=2% dlazecR.
Oznaczmy b = f(1); oczywiscie b = +1. Podstawiajac
w wyjéciowym réwnaniu x = 1, uzyskujemy dla
wszystkich y € R zwiazek
fo+fy) =1+y,
ktory po podniesieniu stronami do kwadratu
i uwzglednieniu wzoru (1) daje réwnosé
b+ ()= (1+y)?
czyli
L+2bf(y) + f(y)* =142y +y°.
Ponownie korzystajac z (1), dostajemy réwnosé
bf(y) = y; stala b jest réwna 1 lub —1. Ostatecznie wiec
fly)=y dlayeR
lub
fly)=-y dlayeR
Kazda z tych dwéch funkcji spelnia badane réwnanie.
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598. (a) Liczby od 1 do m? ustawiamy w tabele m x m
(kolejno wierszami):

1 2 ...oom
m+1 m + 2 ... 2m
m2—m+1 m2—m+2 ... m?

Podzbiér zbioru M spelnia zadany warunek (nie zawiera
pary liczb o réznicy podzielnej przez m) wtedy

i tylko wtedy, gdy jego przecigcie z kazda kolumna

tej macierzy jest puste lub jednoelementowe. To daje

m + 1 mozliwoéci dla kazdej kolumny i w efekcie

wynik: (m + 1)™.

(b) Podzbiér zbioru M spelnia wymagany w tym
przypadku warunek (nie zawiera pary liczb rézniacych
sie dokladnie o m), gdy jego przeciecie z kazda kolumna
wyznacza jej podciag bez pary wyrazéw kolejnych.
Wiadomo (patrz nizej), ze liczba takich podciagdw
wynosi Fy, 12, gdzie (F) jest ciagiem Fibonacciego:

Fo=0, F =1 Fy=Fc 1+ F;o;

wzOr jawny

(1+VB)F — (1 — VB
9k . \/5 ’
Stad wynik w przypadku (b): F77', .

m

Fy, =

[ Dla kompletnosci pokazemy uzasadnienie faktu,

na ktory powotalismy sie. Niech F,, bedzie liczba
podciagéw ciagu (1,...,m) bez pary wyrazéw kolejnych.
Dla m > 2 kazdy taki podciag albo jest jednym z F,,_1
,dobrych” podciagéw ciagu (1,...,m — 1), albo
powstaje przez dotaczenie pojedynczego wyrazu m

do jednego z F,,_o ,dobrych” podciaggéw ciagu
(1,...,m —2). Stad rekurencja E,, = Fp,—1 + Epp_o,
ktéra wraz z wartosciami poczatkowymi Ey = 1 = Fy,

E, =2 = F3 daje teze E,,, = Fpq0. ]



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
490 (WT = 1,95) i 491 (WT = 2,60)
z numeru 1/2010

Krzysztof Magiera Losiéw 44,15
Michal Kozlik Gliwice 36,76
Tomasz Rudny Warszawa 31,68
Jerzy Witkowski  Radlin 25,70
Tomasz Wietecha Tarnow 14,82

Pan Magiera zdobyt 44 punkty po raz
drugi.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2010

Przypominamy tresé zadan:

494. Elektrony w metalu mozna — jak wiadomo — uwazac¢ za czastki swobodne. Zalézmy, ze

w kawalku metalu poruszajacym si¢ z przyspieszeniem elektrony osiagajg to samo przyspieszenie
wskutek dzialania pola elektrycznego wytworzonego przez odpowiednie tadunki powierzchniowe.
Obliczy¢é moc promieniowania kwadratowej plytki metalowej o boku [ =5 cm i grubosci d = 0,5 cm,
drgajacej z amplituda A = 1 cm i czestotliwoscia f = 1 kHz wzdluz osi prostopadtej do plytki.

Wskazowka: Zgodnie z prawami elektrodynamiki w tzw. przyblizeniu dipolowym moc
promieniowania dipola elektrycznego o momencie p jest réwna

P 1 d?p 2
T 6megced \ de2 ’

Momentem dipolowym uktadu dwéch tadunkéw +¢q i —q odlegltych o d nazywamy iloczyn qd.

495. Dwie poélproste tworzg kat 2a, ktérego dwusieczna jest pionowa. Wzdluz tych péiprostych
moga $lizgac si¢ bez tarcia konce jednorodnego preta o dtugoéci I. W ktérym przypadku poziome
polozenie preta jest polozeniem réwnowagi trwalej — gdy wierzcholek kata jest na gérze, czy gdy jest
na dole? Dla przypadku réwnowagi trwatej poda¢ wzér na czestotliwo$é¢ matych drgan preta wokaél
tego polozenia.

494. Natezenie pola, ktore nadaje elektronom przyspieszenie a, wynosi
E =ma/e,

gdzie m — masa elektronu, e — tadunek elementarny. Na §ciankach plytki
powstaja wiec tadunki

+q = +eol’E = +eol*male.
Moment dipolowy plytki wynosi
p = qd = gol’dmale,

a przyspieszenie jest opisane wzorem a = w?Asinwt, gdzie w = 27 f. Wyrazenia
te nalezy podstawi¢ do podanego wzoru na moc i usredni¢ wzgledem czasu.
Poniewaz érednia wartoscia sin® wt jest 1/2, wiec

& (ZQdmw4A

1273

Jak mozna bylo oczekiwaé, jest to wielkos¢ o wiele rzedéw wielkosci za mala,
aby efekt dalo sie zaobserwowac.

2
) =1,1-107% W.
e

495. Przyjmijmy, ze wierzcholek kata jest na gorze Dla malych € mamy

i oznaczmy kat odchylenia preta od poziomu jako ¢
(rysunek). Z twierdzenia sinuséw mozemy wyznaczy¢

2
AELo = mgAh = mgl % ctg a.

odlegtosci koncéw preta od wierzcholka: Energia kinetyczna jest — z dokladno$cia do wyrazéw
l proporcjonalnych do €2 — sumg energii ruchu $rodka
x = ———cos(a+e¢), U . . .S .
sin 2av masy wzdtuz osi poziomej i energii kinetycznej ruchu
l obrotowego woké! érodka masy
y= #cos(afe). 1 1
Sin 2 Eyin = imv2 + -I&%,

Zmiana tych wielko$ci w poréwnaniu z polozeniem

rownowagi jest réwna

Ar=x9—7 =

poz )

gdzie I jest momentem bezwladnosci. Obliczamy
przesuniecie poziome $rodka masy

200 . e . € l(y—av)sinoz:lltgozsine
= ——sin—sin|a+ = |, 2 2 ’
sin 2« 2 2 . P,
czyli w przyblizeniu liniowym
Ay=y—yo= 1
2l e . ( E) vpoz = §lEtga’
= ——sin—sin{a— = |. ] o - )
) sin 2o 2 2 i po podstawieniu I = 5ml° dochodzimy do
Srodek preta przesunie si¢ w pionie o 1 of 1 .
1 Eyin = -ml (tg a+—>é )
Ah = -(Azx — Ay)cosa = 8 3
2 - Z warunku o + Fiin = const wynika szukany wzoér na
= [ ctg asin? 3 czestotliwosé
ze zwrotem w stron¢ wierzchotka, zatem ustawienie =

wierzchotkiem do gory odpowiada réwnowadze trwalej.
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