Rys. 3. Przyktadowa sytuacja

w grze Northcotta. Jest to
sytuacja wygrywajaca, gdyz
5503000201062 =4.

Rys. 4. Przyktadowa sytuacja w grze
Rims. Jest to sytuacja przegrywajaca,
gdyz3@4261=0.

Pokazemy, ze dodatkowe ruchy w grze
Rims nie pozwalaja przej$é¢ z jednej
sytuacji przegrywajacej bezpoérednio do
innej. Gdyby tak bylo, to moglibysmy
podzieli¢ stos a1 na dwa stosy z, y
spelniajace = + y < a1 oraz
a1 Bax®...Ba, =0,

rDyDdaz®...Da, =0.

Nim-sumujac stronami, dostajemy
a1 Grdy=0,

czyli a1 = x @ y. Korzystajac z faktu,
ze z @y < =+ y (bo ignorujemy

przeniesienia), dochodzimy do
sprzecznosci:

a1 =z@y<rty<ar.

Tato wyjal plansze do warcabdw i rozstawil na niej po osiem pionkéw, tak by
w kazdej kolumnie planszy znajdowalo sie dokladnie po jednym pionku kazdego
koloru (rys. 3).

— Ty ruszasz sie¢ bialtymi, ja czarnymi. Mozna ruszy¢ sie do przodu lub do tylu
o dowolng liczbe pdl, ale nie mozna przeskoczy¢ pionka przeciwnika. Znow
przegrywa ten, kto nie ma ruchu. Sprébuj znalezé strategie!

Po rozegraniu kilku partii Bartek niedmialto zaczat:

— Wydaje mi sie, ze wpadlem na pomyst. To, co jest wazne na planszy, to odleglosci
miedzy przeciwleglymi pionkami. Jesli wszystkie sa rowne zeru, to gracz, ktory
wykonuje nastepny ruch, przegra. Kazdy ruch do przodu zmniejsza jedna z tych
odlegtosci. Jesli zatem potraktujemy kazda z odleglosci jak stos, to bedziemy mieli
naszg poprzednia gre! Nie bardzo jednak wiem, co zrobi¢ z ruchami do tytu.

— Nic, one w niczym nie zmieniaja sytuacji. Zauwaz, ze jeSli jestem w sytuacji
wygrywajacej, to nie potrzebuje ich uzywaé¢. Natomiast gdy w sytuacji
przegrywajacej cofne sie o kilka pdl, to przeciwnik, wykonujac ruch w przéd o tyle
samo pol, przywrédci poprzednia sytuacje. I, oczywiscie, nie moge cofaé si¢ tak

w nieskonczonosé.

— Racja! — ucieszyt si¢ Bartek. — Zatem moja strategia bedzie z powodzeniem
dziala¢ i w tej grze. A znasz jeszcze inne takie gry, Tato? Na wypadek, gdyby
bratu Marcina i te gre udalo sie rozgryzé?

— Niech pomyéle — odpart Tato i wyjawszy dlugopis i kartke, narysowal na niej
kilka kropek i krzywych (rys. 4). — Teraz ruch polega na narysowaniu zamknietej
krzywej, ktéra przechodzi przez co najmniej jeden punkt i nie przecina innych
krzywych.

— To proste — zawolal Bartek. — Jesli potraktujemy wszystkie punkty, ktére leza
w tej samej czesci kartki, jako stos, to wykonujac ruch, zabieram ze stosu te punkty,
przez ktore przechodzi krzywa.

— Prawie dobrze — pochwalil Tato. — Zauwaz jednak, ze zamykajac krzywa,
dzielisz te czedé kartki na dwa kawalki i czes$é kropek mozesz zamknaé w krzywej,
a cze$¢ pozostawié¢ na zewnatrz. Odpowiadaloby to zabraniu zapalek ze stosu

i ewentualnemu podzieleniu go na dwa mniejsze stosy.

— Rzeczywiscie — zamys$lil sie Bartek.
— Ale trop byt dobry. Okazuje sie, ze tak jak w poprzedniej grze, te dodatkowe

ruchy nie maja znaczenia.
% ok
— Tato! Ten brat Marcina naprawde zaczyna mnie denerwowaé. Znowu wpadl na
strategie. Czy nie mialbys czegos naprawde trudnego?
— Mysle, ze mialbym. Ale to temat na osobna historie.

Opisana w artykule gra nosi nazwe Nim, a jej dwa warianty to gra Northcotta i Rims. Zachecamy
Czytelnikéw do samodzielnego tworzenia nowych wariantéw, natomiast zainteresowanych
odpowiedzig Taty Bartka zapraszamy do lektury informatycznego kacika olimpijskiego.

Przyktadowa sytuacja w grze w kétko.

Informatyczny kacik olimpijski (32): Gra w kétko
Tym razem w kaciku oméwimy jedno z zadan z Potyczek Algorytmicznych 2009.

Plansza do gry ,,w kétko” sklada sie z pewnej liczby pél umieszczonych na
okregu. Na planszy rozmieszczone sa biate i czarne pionki, na kazdym polu
co najwyzej jeden. Poczawszy od grajacego pionkami biatymi, gracze na
przemian wykonuja ruchy na planszy. Ruch polega na przesunieciu wybranego
pionka swojego koloru o dowolna liczbe niezajetych pol. Przyktadowo, na
zaprezentowanej na rysunku planszy grajacy biatymi moze wykonaé¢ ruch
pionkiem z pola 3 na pole 4 lub pionkiem z pola 8 na jedno z pél 7, 9, 1.
Jedli w swojej turze gracz nie moze wykonaé¢ zadnego ruchu, przegrywa.
Naszym zadaniem jest sprawdzié¢, przy zalozeniu, ze gracze graja optymalnie,
ktéry z nich wygra. Moze sie zdarzy¢ i tak, ze gra bedzie toczylta sie

w nieskonczonos¢ — uznajemy wtedy, ze nastapil remis.
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Okazuje sie, ze gra ,,w k6tko” ma wiele wspolnego

z gra Nim, w zwiazku z czym bedziemy u Czytelnikéw
zakladali jej znajomos$é (o grze Nim piszemy tez

w artykule Gra o wielu obliczach na stronach 8-10
tego numeru Delty). Ponizej przedstawiamy szkic
rozwiazania, zachecajac Czytelnikéw do uzupelnienia
szczegotow dowodu.

Obszarem nazwiemy spojny tuk planszy, ktérego pola
koncowe sa zajete przez pionki, i w ktérym wszystkie
pionki nalezg do jednego gracza. Blokiem nazwiemy
obszar, ktérego nie mozna powigkszy¢. Liczbe pionkéw
w bloku nazwiemy jego licznoscig, a liczbe pdél w bloku
jego dlugosciq. Dziurg nazwiemy przestrzen miedzy
blokami, jej dtugos¢ to liczba pdl. Ponizszy blok
czarnych pionkéw ma licznoéé 3, dlugosé 4, a za nim
znajduje sie dziura dlugosci 2.
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Jedli plansza zawiera N blokéw, to jej zapisem blokowym
nazwiemy N tréjek (p;, ni,l;), gdzie p;, n; oznaczaja
licznosé i dtugosé i-tego bloku, natomiast I; oznacza
dtugosé dziury po i-tym bloku. Powyzszy blok to
(3,4,2). Zapisem blokowym planszy z przyktadu

(gdy zaczniemy od pola 2 i bedziemy poruszaé

sie w kierunku wzrastajacych numeréw pol) jest
(1,1,0),(1,1,1),(2,2,1),(1,1,2).

Zalézmy, ze kazdy z graczy ma co najmniej jeden
pionek. Latwo zauwazy¢, ze jedli nie ma wolnych pél

na planszy, to czarny wygrywa. Ponadto, jesli wszystkie
bloki majg liczno$¢ 1, to jest remis, a gdy jeden z graczy
ma tylko bloki licznosci 1, to przegrywa. Dalej bedziemy
zakladaé, ze kazdy z graczy ma co najmniej jeden blok
o licznoéci wigkszej niz 1.

Zalézmy wpierw, ze wszystkie bloki maja licznosé 2,

i niech s bedzie, zdefiniowana na stronie 9, nim-suma

z wszystkich dtugosci dziur, tzn.

Kluczowa obserwacja, ktora pozwoli nam rozgrywaé gry
na bardzo duzych planszach, jest zauwazenie, ze jesli

s =0, to wygrywa czarny, w przeciwnym przypadku
wygrywa bialy. Istotnie, nasza gra to po prostu Nim:
kazda dziura odpowiada stosowi, tak jak to byto

w przypadku gry Northcotta.

Sprawa komplikuje sie, gdy dopuscimy bloki

o licznosciach réznych od 2. Zalézmy teraz, ze licznosci
blokéw sa wigksze od 1. Silnym blokiem nazwiemy
blok o licznosci co najmniej 3 i dlugosci wiekszej niz
jego licznosé (3 < p; < m;). Blok z rysunku powyzej
jest silny. Zauwazmy, ze gracz majacy silny blok ma
zawsze mozliwoé¢ ruchu pionkiem wewnatrz tego
bloku; wynika z tego, ze nie moze przegraé¢ (zatem
jesli obaj gracze maja silne bloki, to jest remis). Tak
wiec jesli chcemy mieé szanse¢ na wygrana, nie mozemy
dopusci¢, by przeciwnik, ktéry nie ma silnego bloku,
uformowal go.

11

Zal6zmy, ze rozwazamy pierwszy ruch biatych. Niech

ip oznacza liczbe biatych pionkéw, dla ktérych istnieje
ruch formujacy silny blok (analogicznie definiujemy i¢).
Rozwazmy trzy przypadki.

1) Czarny ma silny blok lub ic > 1, zatem bialy nie jest go
w stanie zablokowac¢. Jedli bialy ma silny blok lub ig > 0,
to jest remis, w przeciwnym przypadku czarny wygra.

2) ic = 0, zatem bialy wygrywa, jesli ma silny blok lub
itp > 0. W przeciwnym przypadku wygrywa czarny lub
bialy w zaleznosci od wartosci s.

3) ic = 1, zatem aby wygraé, bialy musi wykonaé¢ ruch
blokujacy. Rekurencyjnie sprawdzamy (rozwazajac
odpowiedz gracza czarnego, powtarzamy cate
rozumowanie dla odwrotnego pokolorowania pionkéw),
czy po tym ruchu gra koniczy sie zwyciestwem biatych. Jesli
nie, to zamiast tego ruchu prébujemy utworzy¢ silny blok
(to da bialemu remis). Jesli si¢ nie uda, to wygrywa czarny.
Zauwazmy, ze zawsze beda co najwyzej dwa dodatkowe
wywolania rekurencyjne powyzszej procedury.

Pozostalo uwzglednié¢ bloki o licznosci 1. Superblokiem
nazwiemy grupe sasiednich blokéw

(Pisnis i)y s (Dits Ry i),
z ktorych wszystkie sg licznosci 1, oprécz skrajnych
blokéw i, © + k, ktore sa licznosci co najmniej 2.
Ponizsze obserwacje pozwola nam sprowadzié¢ gre do
przypadku, w ktérym nie ma blokéw licznosci 1:

1) Superblok dla parzystego k jest réwnowazny
pojedynczemu blokowi (p, n, l;4x), gdzie
k+i k41 k4i—1

p:ij, n:an+ Z lj.
Jj=1 Jj=t Jj=1

Innymi stowy, mozemy zastapi¢ wszystkie pionki
superbloku pionkami koloru blokéw i oraz ¢ + k. Wynika
to z faktu, ze gracz kontrolujacy oba konce superbloku
jest w stanie zdusié¢ pojedyncze pionki przeciwnika,
ktore sa w srodku.

2) Superblok dla nieparzystego k mozna przeksztalcié
réwnowaznie, przyjmujac
pi+j:2 dla1<j<k,

{li+2j—10 dlal<g<k/2
Wynika to z faktu, ze graczowi kontrolujacemu lewy
koniec superbloku optaca sie¢ przesuwaé pionki tylko
w prawo (analogicznie drugiemu graczowi oplaca sie
przesuwaé pionki jedynie w lewo). Zatem te sytuacje
znéw mozemy sprowadzi¢ do gry Nim, tym razem
jednak stosami beda co drugie dziury:
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Uwazna implementacja powyzszego rozwiazania daje
algorytm dziatajacy w czasie liniowym ze wzgledu na
liczbe pionkéw na planszy.
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