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Rys. 1. Przyktadowa sytuacja
w grze Nim.

Rys. 2. Zauwazmy, ze operacja, ktora
Bartek wykonuje na stosach, to nic
innego, jak zapis liczby zapalek na stosie
w systemie binarnym. Na przyktad 11 to
w systemie binarnym 10112, gdyz

11=1-2°40-22+1.2" +1.2°
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— Nie mamy juz w co gra¢! — powiedzial Bartek, rzucajac plecak w kat przedpokoju.
— Stucham? — zapytal Tato, podnoszac glowe znad gazety.

— Marcin sie wygadal i teraz wszyscy w klasie wiedza, jak gra¢ w kotko i krzyzyk
i nie przegraé¢ — kontynuowal narzekanie Bartek.

— Ach, tak...

Od tygodnia gra w kétko i krzyzyk stanowita gtéwny punkt programu na przerwach
w klasie Bartka. A dokladnie od czasu, gdy Bartek z kolega wspdlnymi sitami

obmysélili, w jaki sposob, zaczynajac rozgrywke, zagwarantowac¢ sobie co najmniej
remis. Najwyrazniej jego kolega zdradzil, dotychczas pilnie strzezona, tajemnice.

— Dlaczego wiec nie zagracie w co$ innego? — zapytal Tato. — Na przyklad
w warcaby lub szachy?

— Odpadal — odpowiedziatl Bartek. — Te gry sa za dlugie na przerwe. A poza tym
maja podstawowy feler: nie bardzo wiadomo, jak w nie graé¢, aby wygrac.

— Rozumiem zatem, ze potrzebujesz prostej gry, dla ktérej bedziesz znal sposéb
na wygrana, ale twoi koledzy juz niekoniecznie?

— Wilagdnie! — Bartek wyraznie si¢ ozywil. — Znasz taka, Tato?

— Chyba bede umiat Ci poméc — powiedzial tajemniczo Tato, ztozyt gazete i siegnat
po pudetko zapalek, ktére lezato na kuchence. Zaciekawiony Bartek patrzyl, jak
Tato oproznia na stél zawarto$¢ pudetka. Gdy usiadl naprzeciw niego, na stole
lezaly trzy stosy zapalek (rys. 1). Osiem, pie¢ i jedenascie zapalek, policzyl
szybko Bartek.

— Zasady sa bardzo proste — zaczal objasnia¢ Tato. — Dwoch graczy wykonuje
na przemian ruchy. Ruch polega na zabraniu z dowolnego stosu jednej lub wigkszej
liczby zapatek.

— A kiedy gra sie konczy?

— Ten z graczy, ktory nie moze wykonaé ruchu, przegrywa. Czyli gdy na stole
nie ma juz zapalek. Sprébujemy? Mozesz wykonaé pierwszy ruch.

Bartek po chwili namystu zabrat 3 zapatki z pierwszego stosu. Nastepnie Tato
zabral wszystkie zapalki z trzeciego stosu. Na stole zostaly dwa stosy po 5 zapalek;
ruch nalezal do Bartka.

— Czyzbym przegral? — zaczal niepewnie chlopiec.
— Dlaczego tak sadzisz?

— Wydaje mi sie, ze cokolwiek zrobie, mozesz to skontrowaé. .. Tak, teraz jestem
tego pewien! Jesli wykonam ruch na jednym ze stoséw, bedziesz mégt go powtdrzyé
na drugim.

— Masz calkowitg racje — usmiechnal sie Tato. — Kazda sytuacja, w ktorej na stole
znajduja sie dwa stosy o rownej liczbie zapalek, jest przegrywajaca dla gracza,
ktory robi nastepny ruch. To znaczy, ze jesli przeciwnik nie popelni bledu, to
gracz ten musi przegrac.

— Czy to znaczy, ze od poczatku gry musialem przegraé? — zapytal z wyrzutem
Bartek.

— No c6z, tak jak w kotko i krzyzyk zaden z graczy nie moze wygraé, jesli przeciwnik
gra bezblednie, tak samo w tej grze, w zaleznosci od poczatkowego podziatu
zapalek, jeden z graczy, jesli bedzie gral bezblednie, na pewno wygra. Jednak
tym razem to ty byles tym szcze$liwcem. Niestety, juz w pierwszym ruchu
popetnites btad.

— Dlaczego?

— Juz Ci tlumacze. — Tato jeszcze raz ulozyl na stole poczatkowe ustawienie
zapalek. — Kazda sytuacja na stole jest albo wygrywajaca, albo przegrywajaca
dla gracza, ktéry ma zamiar si¢ ruszy¢. Podam Ci teraz przepis, ktory pozwala
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Licznos$é stoséw zapisujemy jeden pod
drugim w systemie binarnym i dodajemy
bez uwzgledniania przeniesienia do
nastepnej kolumny. Takie dodawanie
oznacza¢ bedziemy symbolem @, a wynik
nazywaé nim-sumag liczb. Sytuacja jest
wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy
nim-suma jest dodatnia. Tak jest na
rysunku 1, gdyz 8 @ 5@ 11 = 6.

Jfo—

Stwierdzenie Bartka staje si¢ jasne, jesli
zauwazymy, ze roézne liczby maja rézne
zapisy w systemie binarnym.

Uwazny Czytelnik zauwazy, ze
w dowodzie Taty brakuje uzasadnienia,
dlaczego Bartek zawsze znajdzie
wygrywajacy ruch. Zatézmy, ze
nim-suma wynosi s, czyli
a1 Daz® ... P0an = s,
i chcemy usunaé x zapatek ze stosu a;.
Powinni$my osiagnac¢ sytuacje¢, w ktorej
(a1 —z)Das®...Ha, =0.
Nim-suma tych dwéch réwnan
(korzystamy z faktu, ze a @ a = 0) to:
a1 @ (a1 —z) = s,
co po przeksztatceniach daje
z=a; — (a1 ® s).
Zauwazmy wreszcie, ze ta wartosé jest
poprawna, o ile a1 > a1 @ s (a to jest
prawda, jezeli stos ma kupke licznosci k).

stwierdzié, z jaka sytuacja mamy do czynienia. Podziel kazdy ze stosow na kupki,
ktore zawierajg 1, 2, 4 lub 8 zapalek, ale tak, zeby zadne dwie kupki, ktére
powstaly z tego samego stosu, nie zawieraly takiej samej liczby zapalek.

Nie bylo to wcale proste zadanie, ale po chwili Bartek sie z nim uporal (rys. 2).

— A teraz policz liczbe kupek, ktére zawieraja po jednej zapalce, liczbe kupek, ktére
zawieraja po dwie zapalki itd., i powiedz, czy ktoras z tych liczb jest nieparzysta.

— Mamy tylko jedna kupke z dwiema zapatkami i jedna kupke z czterema, a 1 jest
liczba nieparzysta!

— Swietnie, w takim razie to oznacza, ze ta sytuacja jest wygrywajaca.
Bartek nie czul sie¢ przekonany. Widzac zwatpienie w jego oczach, Tato rzekl:

— Sprébujemy to uzasadnié, a przy okazji pokaze Ci, w jaki sposéb znajdowaé
wlasciwe ruchy w sytuacji wygrywajacej. Zwrd¢ uwage na to, ze jezeli sytuacja jest
wygrywajaca, to musi istnieé¢ taki ruch, ktory prowadzi do sytuacji przegrywajacej.

— To jasne! Jezeli ja mam wygraé, to musze wykona¢ ruch, po ktéorym przeciwnik
na pewno przegra.

— Wtasnie — potwierdzil Tato. — Natomiast wszystkie ruchy z sytuacji
przegrywajacej prowadza do sytuacji wygrywajacych. Sytuacja przegrywajaca
jest takze sytuacja, w ktorej nie ma zadnych zapalek. Teraz wystarczy pokazac,
Ze nasz przepis na sprawdzanie sytuacji zachowuje te trzy warunki.

— Najprostsze jest sprawdzenie sytuacji z zerowg liczba zapalek. Nie mamy
zadnych stoséw, wiec wszystkie liczby kupek sa parzyste. Zatem jest to sytuacja
przegrywajaca — zauwazyl Bartek.

— Ot6z to! Wezmy teraz dowolng sytuacje, o ktorej podejrzewamy, ze jest
przegrywajaca, czyli taka, w ktérej wszystkie liczby kupek sa parzyste. Jesli teraz
wykonamy ruch, usuwajac kilka zapalek z pierwszego stosu, to czy kupki z tego
stosu mogg pozostaé takie same?

— Oczywiscie nie!

— Zatem po zabraniu zapalek bedzie istnial taki rodzaj kupek, w ktérym albo
przybedzie, albo ubedzie jedna kupka. Wobec tego kupek tego rodzaju bedzie
teraz nieparzyscie wiele, czyli ruch prowadzi do sytuacji, ktéra zaliczymy do
wygrywajacych — podsumowat Tato. — Inaczej ma sie sprawa, gdy jesteSmy wlasnie
w sytuacji wygrywajacej. Teraz musimy pokazaé ruch, ktéry prowadzi do sytuacji
przegrywajacej. Zalézmy, ze najliczniejsza nieparzysta grupa kupek zawiera po k
zapalek. Zapalki nalezy zabraé z takiego stosu, ktéry ma kupke licznosci k.

— Tutaj k jest rowne 4, czyli zapalki nalezy zabraé¢ z drugiego stosu.

— Racja! Sprébuj zabieraé po jednej zapalce, az doprowadzisz do sytuacji, w ktérej
wszystkie grupy kupek sa parzyste — poradzit Tato.
— Gdy zabiore jedna zapatke, nadal mamy jedna kupke rozmiaru 4. Ale zabranie

dwbch zapatek powoduje, ze powstate grupy kupek o licznodciach 1, 2 i 8 sa
parzyste! — ucieszyt si¢ Bartek.

— To prawda, zatem aby wygraé¢, powiniene$ byt zaczaé gre od zabrania dwoch
zapaltek z drugiego stosu.

* k%

Przez nast¢pne dwa tygodnie Bartek nie posiadal si¢ z radosci. Gra spodobata
sie jego kolegom, a on byl w niej niekwestionowanym mistrzem. Co wiecej, nawet
Marcin nie znal jej sekretu. Do czasu gdy. ..

— Starszy brat Marcina, ktory studiuje matematyke, powiedzial, Zze to znana gra,
i objasnil ja Marcinowi — dasal sie Bartek.

— Jesdli cheesz, moge nauczy¢ Cie innej gry — zaproponowal Tato.

— Zebym znowu musial uczyé sie nowej strategii? — Bartek nie cheial, by czas,
ktéry poswiecil na opanowanie sprawnego pamieciowego dzielenia stoséw na kupki,
poszedl na marne.

— Na to tez mozemy co$ poradzié.
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Rys. 3. Przyktadowa sytuacja

w grze Northcotta. Jest to
sytuacja wygrywajaca, gdyz
5503000201062 =4.

Rys. 4. Przyktadowa sytuacja w grze
Rims. Jest to sytuacja przegrywajaca,
gdyz3@4261=0.

Pokazemy, ze dodatkowe ruchy w grze
Rims nie pozwalaja przej$é¢ z jednej
sytuacji przegrywajacej bezpoérednio do
innej. Gdyby tak bylo, to moglibysmy
podzieli¢ stos a1 na dwa stosy z, y
spelniajace = + y < a1 oraz
a1 Bax®...Ba, =0,

rDyDdaz®...Da, =0.

Nim-sumujac stronami, dostajemy
a1 Grdy=0,

czyli a1 = x @ y. Korzystajac z faktu,
ze z @y < =+ y (bo ignorujemy

przeniesienia), dochodzimy do
sprzecznosci:

a1 =z@y<rty<ar.

Tato wyjal plansze do warcabdw i rozstawil na niej po osiem pionkéw, tak by
w kazdej kolumnie planszy znajdowalo sie dokladnie po jednym pionku kazdego
koloru (rys. 3).

— Ty ruszasz sie¢ bialtymi, ja czarnymi. Mozna ruszy¢ sie do przodu lub do tylu
o dowolng liczbe pdl, ale nie mozna przeskoczy¢ pionka przeciwnika. Znow
przegrywa ten, kto nie ma ruchu. Sprébuj znalezé strategie!

Po rozegraniu kilku partii Bartek niedmialto zaczat:

— Wydaje mi sie, ze wpadlem na pomyst. To, co jest wazne na planszy, to odleglosci
miedzy przeciwleglymi pionkami. Jesli wszystkie sa rowne zeru, to gracz, ktory
wykonuje nastepny ruch, przegra. Kazdy ruch do przodu zmniejsza jedna z tych
odlegtosci. Jesli zatem potraktujemy kazda z odleglosci jak stos, to bedziemy mieli
naszg poprzednia gre! Nie bardzo jednak wiem, co zrobi¢ z ruchami do tytu.

— Nic, one w niczym nie zmieniaja sytuacji. Zauwaz, ze jeSli jestem w sytuacji
wygrywajacej, to nie potrzebuje ich uzywaé¢. Natomiast gdy w sytuacji
przegrywajacej cofne sie o kilka pdl, to przeciwnik, wykonujac ruch w przéd o tyle
samo pol, przywrédci poprzednia sytuacje. I, oczywiscie, nie moge cofaé si¢ tak

w nieskonczonosé.

— Racja! — ucieszyt si¢ Bartek. — Zatem moja strategia bedzie z powodzeniem
dziala¢ i w tej grze. A znasz jeszcze inne takie gry, Tato? Na wypadek, gdyby
bratu Marcina i te gre udalo sie rozgryzé?

— Niech pomyéle — odpart Tato i wyjawszy dlugopis i kartke, narysowal na niej
kilka kropek i krzywych (rys. 4). — Teraz ruch polega na narysowaniu zamknietej
krzywej, ktéra przechodzi przez co najmniej jeden punkt i nie przecina innych
krzywych.

— To proste — zawolal Bartek. — Jesli potraktujemy wszystkie punkty, ktére leza
w tej samej czesci kartki, jako stos, to wykonujac ruch, zabieram ze stosu te punkty,
przez ktore przechodzi krzywa.

— Prawie dobrze — pochwalil Tato. — Zauwaz jednak, ze zamykajac krzywa,
dzielisz te czedé kartki na dwa kawalki i czes$é kropek mozesz zamknaé w krzywej,
a cze$¢ pozostawié¢ na zewnatrz. Odpowiadaloby to zabraniu zapalek ze stosu

i ewentualnemu podzieleniu go na dwa mniejsze stosy.

— Rzeczywiscie — zamys$lil sie Bartek.
— Ale trop byt dobry. Okazuje sie, ze tak jak w poprzedniej grze, te dodatkowe

ruchy nie maja znaczenia.
% ok
— Tato! Ten brat Marcina naprawde zaczyna mnie denerwowaé. Znowu wpadl na
strategie. Czy nie mialbys czegos naprawde trudnego?
— Mysle, ze mialbym. Ale to temat na osobna historie.

Opisana w artykule gra nosi nazwe Nim, a jej dwa warianty to gra Northcotta i Rims. Zachecamy
Czytelnikéw do samodzielnego tworzenia nowych wariantéw, natomiast zainteresowanych
odpowiedzig Taty Bartka zapraszamy do lektury informatycznego kacika olimpijskiego.

Przyktadowa sytuacja w grze w kétko.

Informatyczny kacik olimpijski (32): Gra w kétko
Tym razem w kaciku oméwimy jedno z zadan z Potyczek Algorytmicznych 2009.

Plansza do gry ,,w kétko” sklada sie z pewnej liczby pél umieszczonych na
okregu. Na planszy rozmieszczone sa biate i czarne pionki, na kazdym polu
co najwyzej jeden. Poczawszy od grajacego pionkami biatymi, gracze na
przemian wykonuja ruchy na planszy. Ruch polega na przesunieciu wybranego
pionka swojego koloru o dowolna liczbe niezajetych pol. Przyktadowo, na
zaprezentowanej na rysunku planszy grajacy biatymi moze wykonaé¢ ruch
pionkiem z pola 3 na pole 4 lub pionkiem z pola 8 na jedno z pél 7, 9, 1.
Jedli w swojej turze gracz nie moze wykonaé¢ zadnego ruchu, przegrywa.
Naszym zadaniem jest sprawdzié¢, przy zalozeniu, ze gracze graja optymalnie,
ktéry z nich wygra. Moze sie zdarzy¢ i tak, ze gra bedzie toczylta sie

w nieskonczonos¢ — uznajemy wtedy, ze nastapil remis.
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