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Rezonans parametryczny
Grzeqgorz DERFEL"

Kiedy, jako dziecku, pokazano mi, ze bez niczyjej pomocy moge rozhustac sie na
hustawce, zmieniajac jedynie rytmicznie pozycje ciala, bytem zachwycony tym
tajemniczym zjawiskiem, dajacym mi w cudowny sposéb samowystarczalnosé
podczas tej zabawy. Pozniej, gdy juz liznawszy nieco fizyki, poznalem to zjawisko
jako szczegdlny przypadek rezonansu parametrycznego, nie przestato wydawaé¢ mi
sie fascynujace. Rezonans parametryczny jest bowiem niezwykle interesujacym
przypadkiem drgan wymuszonych. Wystepuje w rozmaitych ukltadach fizycznych
i prowadzi do zaskakujacych i ztozonych zjawisk, z ktérych wiele jest badanych
wspotczesnie i ma znaczenie praktyczne. Hustawka lub wahadto to najpopularniejsze
przyktady uktadéw, w ktérych ten efekt mozna latwo zaobserwowac.

Rezonans parametryczny polega na wzbudzeniu niestabilnoéci uktadu drgajacego
i wzrodcie amplitudy jego drgan w wyniku okresowej zmiany parametréw tego
uktadu, a nie w wyniku dzialania zewnetrznej okresowej sity, jak to ma miejsce
w przypadku zwyktego rezonansu.

Najprostszym rozwazanym ukladem jest oscylator harmoniczny opisany ogdlnym
réwnaniem i + w?(t)x = 0, uwzgledniajacym zaleznosé czestoéci wlasnej od
czasu w spos6b wyrazony wzorem w?(t) = wi[1 + f(t)], gdzie f(t) jest funkcja
okresowa o okresie T}, = 27 /w,. Réwnanie w tej postaci znane jest jako réwnanie
Hilla. Jesli f(t) = Asin(w,t + ¢), otrzymuje si¢ réwnanie Mathicu

(%) # + w1 + Asin(wyt + ¢)]z = 0.

Mimo pozornej prostoty réwnania Hilla nie jest znane jego ogdlne rozwigzanie.
Rozwigzania réwnania Mathieu wyrazaja sie przez do$¢ egzotyczne funkcje,
zwane funkcjami Mathieu, a otrzymane wyniki przewiduja nieograniczony wzrost
amplitudy. Rozwaza sie takze wersje obu rownan uwzgledniajace site oporu
proporcjonalna do predkosci:

P+ BT+l + f()]r=0 oraz #+ B+ wi[l+ Asin(wyt + ¢)]z = 0.
Zaskakujace jest to, ze rozwigzania otrzymane po uwzglednieniu silty oporu takze
przewiduja nieograniczony wzrost amplitudy. Aby uzyska¢ opis realistycznego
zachowania ze skonczong amplituda, trzeba uwzglednié¢ fakt, ze rzeczywisty
ukltad fizyczny przejawia wtasciwosci nieliniowe.

Dla obu wymienionych réwnan istnieje trywialne rozwigzanie x = 0 oznaczajace
bezruch ukladu. Jednak okresowa zmiana parametréw o odpowiedniej czestosci
i wielkosci powoduje, ze stan ten jest niestabilny, tzn. jego male zaburzenie
zapoczatkowuje ruch drgajacy o narastajacej amplitudzie.

Zmiana parametrow odbywa sie dzieki pracy sil zewnetrznych. Praca ta zamienia
sie na energie drgan wzbudzonych w ukladzie. Ten przekaz energii jest analogiczny
do wykonywania pracy nad uktadem przez zewnetrzna sile

wymuszajaca drgania w przypadku zwyklego rezonansu.

Rezonans parametryczny rozumiany jako utrata
stabilno$ci przez nieruchomy uklad, czyli wzbudzenie
narastajacych drgan, jest najbardziej efektywny, gdy
czestodé zmian parametrow, wy, i czestosé wlasna
ukladu, wg, pozostaja w relacji w, = 2wy /k, gdzie
=1,2,3,... Oznacza to, ze jesli ta rownos¢ jest
spelniona, to do wzbudzenia drgan uktadu wolnego
od tarcia wystarczy dowolnie mata amplituda zmian
parametru. W bardziej realistycznym przypadku ukladu
doznajacego oporow niezbedne jest przekroczenie
krytycznej amplitudy zmian. Zmiany o minimalnej
amplitudzie wystarczajacej do wzbudzenia drgan maja
wowcezas czestosé nieco wyzsza od 2w /k. Ze wzrostem
tarcia rezonanse powstale przy duzym k zanikaja.
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2 2.5 Rysunek obok przedstawia te relacje dla oscylatora
opisanego réwnaniem Mathieu, za pomoca wykresow
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na plaszczyznie (wo/wp, A). Widoczne sa obszary zwane
jezorami niestabilnoéci, wyznaczajace wartosci amplitudy
i czestosci zmian, przy ktérych stan bezruchu traci
stabilnosé. Cienkie krzywe startujace z punktéw (k/2,0)
dotycza przypadku bez tarcia. Obszary zacieniowane
odpowiadaja uktadowi doznajacemu oporéw. Ze wzrostem
amplitudy jezory poszerzaja sig, co oznacza, ze im
wieksze sa zmiany parametru, tym mniej Scisle musi by¢
dopasowana ich czesto$¢ do czestosci wlasnej uktadu. Przy
malych amplitudach zmian parametru wzbudzone drgania
maja czestodc bliska czestosdci wlasnej ukladu.

Wahadlo matematyczne lub fizyczne jest wygodnym
obiektem, na przykladzie ktérego mozna zademonstrowacé
rézne sposoby wywolywania rezonansu parametrycznego.

Czestos$¢ wlasna wahadla matematycznego zalezy od jego
dlugosci | i od przyspieszenia grawitacyjnego g. Mozemy
modulowaé¢ okresowo oba te parametry.

Spektakularnym przyktadem rezonansu parametrycznego
wahadta o zmiennej dlugosci, obowiazkowo wymienianym
w publikacjach poswieconych temu zagadnieniu, jest
ceremonia wprawiania w ruch wielkiej kadzielnicy

w $redniowiecznej katedrze w Santiago de Compostela

w Hiszpanii. Kadzielnica ta, zwana ,,O Botafumeiro”, ma
mase okolo 60 kg i zawieszona jest na linie przerzucone;j
przez blok umocowany pod sklepieniem katedry na
wysokosci okoto 20 m. Kilku mezczyzn pocigga za

line i popuszcza ja rytmicznie. Wahadlo, jakim jest
kadzielnica na linie, zostaje w ten sposéb skracane o okoto
1,5 m, gdy mija polozenie réwnowagi, a wydluzane

na powrdt, gdy osiaga maksymalne wychylenie.

Po siedemnastu okresach (co zajmuje ok. 80 s) wahadlo
wychyla sie o ponad 80°, a kadzielnica dotyka niemal
sufitu. Szesédziesieciokilogramowa masa pedzaca

z predkoscia 50 km/h péltora metra nad podloga
kosciola robi wrazenie! Komputerowe eksperymenty

z kadzielnica mozna przeprowadzi¢, korzystajac

z symulacji zamieszczonej na stronie internetowe;j
http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/
gtulloue/Meca/Oscillateurs/botafumeiro.html.

Praca wykonana przy skracaniu liny podczas przelotu
kadzielnicy przez punkt réwnowagi nad posadzka kosciota
zwiazana jest z przeciwdzialaniem jej ciezarowi i sile
odsrodkowej. Zwieksza ona energie potencjalng uktadu.
Gdy lina jest popuszczana, ludzie dzierzacy line wykonuja
prace ujemna. Ma ona mniejsza wartos¢ bezwzgledna,
gdyz przy malej predkosci i znacznym wychyleniu
mniejsze sa sita od$rodkowa i sktadowa sily ciezkosci.
Powstaly w ten sposéb ubytek energii wahadla jest

wiec mniejszy od poprzedniego zysku i w konsekwencji
w ciagu kazdej polowki okresu wahadlo nabywa energie.
Podobne operowanie lina, ale przesuniete w czasie o poltowe
okresu zmiennosci wywieranej sity, ttumi wychylenia i jest
uzyteczne przy hamowaniu ruchu kadzielnicy.

Drugi ze sposobdéw realizacji rezonansu parametrycznego
wahadla to modulacja efektywnego przyspieszenia
grawitacyjnego ger, wywolana przez okresowa zmiane
wysokoéci jego punktu zawieszenia. Na wahadlo dziala
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wtedy okresowa sita bezwladnosci skierowana pionowo
w gore lub w dol, ktéra dodaje sie do sity ciezkosci:

get = g + asin(wpt + ¢), gdzie a jest amplituda
przyspieszenia punktu zawieszenia. Jesli a > g, to
efektywne przyspieszenie bywa zwrédcone do gory. Wahadto
tak pobudzane moze wykonywaé rézne rodzaje ruchdéw —
oprocz okresowych drgan takze obroty w jednym kierunku,
kombinacje obu ruchéw oraz ruchy chaotyczne.

Gdy wahadlo zmierza ku polozeniu réwnowagi, punkt
zawieszenia porusza sie ponizej polozenia srodkowego.
Jego przyspieszenie ma zwrot do géry, a wigc na obciaznik
wahadla dziala sila bezwladnosci skierowana w dot. Jej
sktadowa prostopadta do nici zwrdcona jest ku potozeniu
réwnowagi, a wiec rozpedza wahadlo, dostarczajac mu
energii kinetycznej. W kolejnej ¢wiartce okresu, gdy
wahadlo oddalasie od polozenia réwnowagi, przyspieszenie
punktu zawieszenia ma zwrot w dot. Sktadowa prostopadta
sity bezwtadnosci zwrdécona jest teraz od polozenia
réwnowagi, a wiec takze zwieksza energie wahadla,
podnoszac je wyzej.

Warto tu wspomnieé¢ o osobliwym zachowaniu sztywnego
wahadla (ktérego masa skupiona jest na koncu preta,

a nie nici), ktére ma miejsce w wyniku oscylacji punktu
zawieszenia o dostatecznie duzej czestodci i amplitudzie.
W tych warunkach gérne potozenie réwnowagi zyskuje
stabilno$¢. Wychylone z tego polozenia wahadto wykonuje
wokol niego stosunkowo powolne drgania na tle szybkich
oscylacji punktu zawieszenia.

Przykladem dobrze opisywanym za pomoca wahadta
fizycznego jest wspomniana na wstepie hustawka. Aby
ja silnie rozhustaé, pochylamy sie do przodu, gdy jest
wychylona w przéd, a odchylamy sie do tylu w jej
tylnym skrajnym potozeniu. W ten sposéb zmieniamy
parametry decydujace o czestosci drgan wlasnych wahadta
fizycznego, jakie tworzymy wraz z hustawka: jego moment
bezwladnosci i polozenie jego srodka ciezkosci. Czestosé
tych zmian jest réwna czestosci wahnieé hustawki: w, = wy,
tj. k = 2. Wazna jest synchronizacja naszych ruchéw

z ruchem hus$tawki.

Przy wychyleniu naszego ciatla w przéd lub w tyl srodek
ciezkosci wahadla przemieszcza sie w taki sposéb, ze
sktadowa sity ciezkosci prostopadta do linii taczacej
punkt zawieszenia ze srodkiem ciezkosci zwigksza sie
nieco w poréwnaniu z wartoscia, jaka by miala, gdybysmy
siedzieli nieruchomo. Ten przyrost sity wystarcza nie tylko
do podtrzymania matych wahnieé, kompensujac wpltyw
tarcia, ale takze do wydatnego zwiekszenia amplitudy.

Rezonans parametryczny wykryto w ukladach
fizycznych o rozmaitej naturze. Mozna go zaobserwowaé
np. w obwodach RLC, w plazmie poddanej dziataniu
zewnetrznych pél, w laserach i przy wzbudzaniu fal na
powierzchni cieczy. Rozwaza si¢ go w kosmologicznych
modelach opisujacych kreacje czastek elementarnych oraz
interpretujac oscylacje neutrin. Zjawiska mechaniczne
opisane tutaj (w ktérych, zreszta, rezonans parametryczny
zostal odkryty) maja te zalete, ze mozna je latwo
odtworzy¢ w codziennych warunkach, do czego zachecam.



