Informatyczny kacik olimpijski (31): Diamenty

Zadanie, ktoremu przyjrzymy si¢ tym razem, nosi nazwe Diamenty.

Majac danych n diamentéw, z ktérych i-ty ma mase m; 1 warto$é¢ w; (wyrazone
liczbami catkowitymi), nalezy z nich wybraé¢ dokladnie k diamentéw iy, s, ..., i
o najlepszym wspolczynniku wartoéci, ktory wyraza sie wzorem:
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0 bra¢ k o najwickszej wartosci, albo o najlepszym stosunku
wedle jakiego$ innego kryterium. Pomysly te sa niepoprawne, czego sprawdzenie
pozostawiam Czytelnikowi. To, ktéry diament oplaca sie wziaé, zalezy bowiem
od uprzednio wybranych diamentéw. Nie dziala takze (choé trudniej wskazaé

Wiy + Wiy + ..o+ W4,

Pierwszymi przychodzacymi do glowy rozwiazaniami sa algorytmy zachtanne:
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, albo jeszcze
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kontrprzyklad — jak?) pomyst, aby po kazdym kolejno wybranym j-tym
diamencie aktualny wspotczynnik
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byt najlepszy z mozliwych.

Aby uzyskaé poprawne rozwiazanie, mozna natomiast
uzy¢ programowania dynamicznego. Wystarczy dla
kazdej liczby diamentow d i kazdej ich masy m obliczaé
maksymalna taczna wartos¢ odpowiadajaca temu
zestawowi parametréw, dodajac po jednym diamencie
do zbioru juz przetworzonych. Jesli ¢ jest tablicg
wynikéw przed dodaniem i-tego diamentu, to wyniki ¢’
po dodaniu tegoz diamentu sa nastepujace:

t'[d])[m] = max(t[d][m], t[d — 1][m — m;] + w;),

przy czym nalezy pamigtaé, ze drugi czton bierzemy
pod uwage tylko, gdy d — 1 i m — m; sa nieujemne.

Po przetworzeniu wszystkich diamentéw wynikiem jest
najwieksza z liczb postaci LIRGE Niestety, to rozwiazanie
istotnie zalezy od lacznej masy M wszystkich
diamentéw i ma zlozono$é czasowa O(n - k- M), czyli
O(n? - M).

W tym miejscu chcialtbym zacheci¢ Czytelnika do
zastanowienia sie, przed przeczytaniem reszty artykulu,
jak lepiej rozwiaza¢ ten problem. Nie jest bowiem latwo
o dobry pomyst na poprawienie tego wyniku.

W rozwiazaniu zastosujemy kluczowe spostrzezenie, ze

mozna do wyznaczenia wartosci zadanego wspdlezynnika

wykorzystaé¢ wyszukiwanie binarne. Aby tak zrobi¢,

musimy mieé¢ sposéb na sprawdzanie, czy wybierajac

k diamentéw, mozemy uzyskaé¢ wspotczynnik

nie mniejszy od danego. Konkretnie, dla danego =,

chcemy umieé¢ stwierdzié, czy istnieja takie diamenty, ze
wil +U)i2 ++w1k
mi, +mg, +...+my,
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Na pierwszy rzut oka nie wydaje sie to tatwiejsze

niz wyjéciowy problem, ale faktycznie jest. Mozemy
przeciez teraz pomnozy¢ obie strony przez mianownik,
aby pozby¢ sie niewygodnego dzielenia! Otrzymujemy
kolejno réwnowazne warunki:

wi1+wi2—|—...—|—wik>(mi1+mi2+...+mik)
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(wi; —my,x) + (Wi, —my,x) + ...+ (w;, — my,x) > 0.
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Sprowadzilismy zatem nasz warunek do takiego, ktory
jestesmy w stanie tatwo sprawdzi¢. Wystarczy, ze
obliczymy dla kazdego diamentu

U; = W; — My;x

i zdecydujemy, czy wsrdd liczb u; jest k takich, ktoérych
suma jest nieujemna. Jak to sprawdzi¢? Wystarczy
wziaé k najwiekszych liczb u; i sprawdzié, czy ich suma
jest nieujemna (gdyz jest to najwieksza mozliwa do
uzyskania suma). Warto zaznaczy¢, ze te k najwigkszych
liczb w; niekoniecznie reprezentuje diamenty, ktére
maksymalizuja wspolczynnik wartosci, a jedynie takie,
ktoére dowodza, ze da sie osiagnaé pewien koncowy
wspolczynnik.

W ten sposéb mozemy wyszukacé ten wspélczynnik

z pewna dokladno$cia, ale jak dowiedzie¢ sie, ktére
diamenty wchodza w sklad najlepszego zestawu?
Wystarczy zastosowaé ten sam schemat dla x réwnego
najwiekszemu znalezionemu wspotczynnikowi i wybraé
te k diamentéw, ktore odpowiadaja k najwiekszym
liczbom u;. Owe diamenty daja wynik co najmniej x,
a wiec dokladnie tyle, ile chcemy.

Na koniec zastanowmy sie jeszcze nad ztozonoscia
takiego rozwiazania. Niewatpliwie, w kazdym kroku
wyszukiwania binarnego nalezy posortowaé n liczb,
a wiec taki krok bedzie mial zlozono$é O(nlogn).
Ile jednak takich krokéw bedzie? Poszukiwania
rozpoczynamy od przedzialu dlugosci W (suma
wszystkich wartosci diamentéw), natomiast
kontynuujemy je tak dtugo, az dtugosé¢ przedziatu
spadnie ponizej najmniejszej mozliwej odlegtosci
miedzy dwoma réznymi wynikami, czyli najmniejszej
liczby, o ktéra moga réznié¢ si¢ utamki o mianownikach
nie wiekszych niz M, ktéra to liczba jest rzedu
O(#) Ostatecznie rozwiazanie ma zlozonosc
czasowa O(log(M2W) - nlogn), czyli réwnowaznie
O(nlogn - (log M + logW)).
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