Kazdy moze wlaczy¢ sie do dziatan prowadzonych przez
Pracownie Komet i Meteoréw. Wartosciowe naukowo
obserwacje wizualne nie wymagaja zadnych nakltadéw
finansowych, a jedynie po$wigcenia kilku godzin

i spedzenia ich pod rozgwiezdzonym niebem. Udzial

w projekcie PFN wymaga juz pewnych naktadow,
koniecznych do uruchomienia stanowiska obserwacyjnego
umozliwiajacego automatyczne zbieranie danych. Czeka
tez na chetnych wiele materialéw do przeanalizowania.

Dobrym punktem startu moze by¢ udziat w Projekcie
Perseidy 2010, organizowanym przez PKiM. Tegoroczne
maksimum roju Perseidow wystapi w okolicach
sierpniowego nowiu Ksiezyca. Nasz satelita nie bedzie
wiec przeszkadzal podczas obserwacji i na ciemnym niebie
zobaczymy setki meteoréw nalezacych do tego roju.

7 tej okazji w Urzedowie w dniach 7-21 sierpnia
zorganizowane zostanie dwutygodniowe spotkanie,
ktorego celem bedzie obserwacja tego najwickszego
wakacyjnego roju meteoréw. Uczestnicy spotkania
zapoznaja sie z metodami prowadzenia obserwacji oraz
sposobem analizy zebranych wynikéw. Udzial w spotkaniu
jest bezplatny. Dodatkowa atrakcja spotkania bedzie
Ogdlnopolski Zlot Mitosnikéw Astronomii (OZMA),
ktory w tym roku zawita do Urzedowa w dniach

12-15 sierpnia.

Wiecej informacji o meteorach, dzialalnosci Pracowni
Komet i Meteoréw, oraz sposobach prowadzenia
obserwacji i mozliwoéciach wspélpracy mozna znalezé
na stronie www.pkim.org. Zachecamy do kontaktu

z Pracownia poprzez adres e-mail pkim@pkim.org.

Czwarty okrag

Michat KIEZA

Zalézmy, ze mamy dane trzy okregi parami styczne oraz czwarty styczny

do kazdego z nich (istnieja dwa takie okregi — jeden z nich jest zazwyczaj
styczny wewnetrznie, a w szczegdlnym przypadku moze okazaé sie prosta).
Przez b; dla i = 1,2, 3,4 oznaczmy kolejno ich krzywizny (krzywizna okregu

jest co do wartosci bezwzglednej réwna odwrotnosdci promienia). W naszej
sytuacji przyjmujemy, ze krzywizny pierwszych trzech sa dodatnie, a krzywizna
czwartego okregu jest dodatnia w przypadku, gdy jest on styczny zewnetrznie
do pozostatych trzech, ujemna, jesli jest styczny wewnetrznie, oraz réwna 0, jesli
zdegeneruje sie on do prostej. Wowczas zachodzi rownosé

1
O + b5 + b3 + 0 = 5 (b1 + b2 + by + ba)”.

Zaleznosé te odkryt w 1643 roku Kartezjusz i opisal ja w lidcie do ksiezniczki
Elzbiety Czeskiej, corki Elzbiety Stuart i Fryderyka V. Rozwiazujac rownanie
kwadratowe, mozemy stad tatwo obliczy¢ krzywizne czwartego okregu, znajac
krzywizny pozostalych trzech — wiekszy z dwdch pierwiastkéw odpowiada

Rys. 1

wewnetrznemu okregowi, a mniejszy zewnetrznemu. Czytelnik Wnikliwy

zapewne widzi réwniez, ze jesli bedziemy znali wzory opisujace krzywizny
obu dorysowanych okregéw w zaleznosci od krzywizn pozostalych trzech, to
dowiedziemy prawdziwosci formuty Kartezjusza.

Fragment wiersza Fredericka Soddy’ego
The Kiss Precise:

Four circles to the kissing come.

Twierdzenie Kartezjusza odkryl na nowo w 1842 roku angielski matematyk
Phillip Beecroft. Zeby bylo zabawniej, twierdzenie zostalo jeszcze raz odkryte
w 1936 roku przez Fredericka Soddy’ego (skadinad laureata Nagrody Nobla

The smaller are the benter.

The bend is just the inverse of

The distance from the centre.

Though their intrigue left Euclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,

The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.

(Nature 137, 1021 (1936)).

w dziedzinie chemii za teori¢ rozpadu atomu i prace nad izotopami). Na jego cze$é
dwa okregi styczne do danych trzech sa nazywane okregami Soddy’ego. Soddy byt
tak zafascynowany pieknem owej zaleznosci, ze ujal ja w swoim wierszu The Kiss
Precise, a ponadto uogdlnil ten wynik na przestrzen. Rok pozniej Thorold Gosset
podal uogdlnienie na dowolny wymiar — jesli mamy w przestrzeni n-wymiarowej
n + 2 sfery (n — 1)-wymiarowe, to zachodzi analogiczna zalezno$¢ ze stala 1/n.

W literaturze istnieje kilka réznych dowodéw formuly Kartezjusza albo,
rownowaznie, wzoru na krzywizne czwartego okregu, jednakze wszystkie
wymagaja mniej lub bardziej zmudnych rachunkéw. W tym miejscu chcialbym
przedstawi¢ rozumowanie, ktére wtasciwie bez zadnych rachunkéw pozwala
wyznaczy¢ krzywizne czwartego okregu w zaleznosci od krzywizn trzech
pozostatych. Postuzymy sie w tym celu inwersja. Krotko przypomnijmy zatem
definicje i potrzebne wlasnosci.

Inwersja wzgledem okregu o srodku O i promieniu r to przeksztalcenie, ktére
kazdemu punktowi P # O przyporzadkowuje punkt P’ lezacy na pétprostej OP

i spelniajacy warunek OP - OP’ = r2. Mozna prébowaé wyobrazaé sobie inwersje
jako préobe wykonania symetrii wzgledem okregu. Poniewaz cala nieskoniczona czesé
plaszczyzny na zewnatrz okregu trzeba po przeksztatceniu zmiesci¢ wewnatrz, wiec
obszary lezace daleko od zera przy inwersji sa $ciskane — im dalej, tym mocnie;j.
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' R Przez o bedziemy oznaczaé¢ okrag o promieniu o, a jego

Z definicji wynika natychmiast, ze inwersja jest
przeksztalceniem odwrotnym do siebie samej. Ponadto
przeksztalca proste i okregi na proste i okregi,

w szczegoblnosci okregi przechodzace przez srodek inwersji
na proste (i odwrotnie). Mozna réwniez udowodnié, ze
inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi (zachecam
Czytelnikéw do samodzielnego sprawdzenia tego faktu).

Przyjmijmy, ze mamy dane trzy okregi parami styczne
zewnetrznie, o promieniach a, b, ¢ i Srodkach odpowiednio
A,, B,, C,, oraz czwarty okrag styczny do nich zewnetrznie,
lezacy w obszarze wyznaczonym przez punkty stycznosci
pierwszych trzech, o promieniu ¢ i srodku 7T, (rozwazenie
przypadku, w ktorym czwarty okrag jest styczny
wewnetrznie do pozostalych, pozostawiam Czytelnikowi).

krzywizne bedziemy oznaczaé¢ wielka litera O (co — mam

Rys. 2

A

b*

N
*

5 nadzieje — nie doprowadzi do nieporozumien). Punkty
’ stycznosci okregéw b, ¢, t leza na bokach trojkata B,C,T,
i sa punktami stycznosci okregu o promieniu z, wpisanego
w tréjkat B,C,T,. To samo stwierdzamy dla okregow
b o promieniach y, z, r wpisanych odpowiednio w tréjkaty
A,CoT,, AyB,T,, AoB,C, (rys. 2). Wszystkie rekwizyty
juz sa przygotowane, czas rozpoczaé przedstawienie.

Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie stycznosci okregéw a i b i promieniu 1
i popatrzmy na obrazy okregéw a, b, ¢, t, r, z w tym przeksztalceniu (przyjmijmy,
ze 0* jest obrazem okregu o). Wowczas okregi a i b przejda na dwie proste réwnolegle
a* ib*, odlegte od érodka inwersji odpowiednio o % i %, gdyz w takich odlegtosciach
leza obrazy koncow srednic tych okregdéw zawierajacych srodek inwersji. Okregi cit
przejda na dwa okregi styczne zewnetrznie do siebie i styczne do a* i b* (¢* bedzie
blizej $rodka inwersji niz t*), a wiec ich obrazy beda mialy réwne promienie. Okrag z
musi przej$¢ na prosta przechodzaca przez punkty stycznosci a* i b* z t* oraz odlegta
od srodka inwersji o i Podobnie okrag r musi przej$¢ na prosta przechodzaca
przez punkty stycznosci a* i b* z ¢* oraz odlegla od srodka inwersji o % Proste
r*1z* sg prostopadle do prostych a* i b*. Skoro okregi ¢* i t* maja réwne promienie,
to czworokat wyznaczony przez proste a*, b*, r*, z* jest kwadratem. W takim razie
0 oty = o
2a 20 2z 2r
Okrag 7 jest styczny wewnetrznie do x, y, z, wiec jego krzywizna jest ujemna.

czyli w jezyku krzywizn A+ B =7+ R.

Rozumujac podobnie dla punktu stycznosci okregéw b i ¢, dostaniemy
(2) B+C=X+R,
a rozwazajac inwersje o srodku w punkcie stycznosci b i ¢ i przygladajac sie
obrazom okregdéw b, t, a, ¢, x, z, otrzymamy
(3) X+Z=B+T.
Dodajac (1), (2), (3) stronami, otrzymamy
(4) T=A+B+C-2R.
Pozostaje wyrazi¢ R w zaleznosci od A, B, C. Laczac wzér Herona ze wzorem
na pole w zaleznosci od obwodu i promienia okregu wpisanego (zob. Delta
4/2009, Dziesie wzoréw na pole tréjkqta), dostaniemy
abc(a+b+c)=(a+b+c)r,
skad w jezyku krzywizn mamy
R?> = AB + BC + CA.
Uwzgledniajac, ze R < 0 1 wstawiajac do (4), dostaniemy

T=A+DB+C+2VvAB+ BC+ CA.

W drugim przypadku przed pierwiastkiem jest znak minus. Dowdd jest wiec
zakonczony.
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7 twierdzeniem Kartezjusza i okregami Soddy’ego wiaze sie takze inny problem
— tzw. pakowanie Apoloniusza. Zalézmy, ze mamy dany jeden duzy okrag oraz
trzy okregi parami styczne zewnetrznie oraz styczne wewnetrznie do pierwszego.
Konstruujemy ciag okregéw w nastepujacy sposéb: wybieramy dowolnie trzy
okregi i rysujemy czwarty styczny do kazdego z nich (rys. 4-6, najwiekszy okrag
ma krzywizne —6). Okazuje sie, ze jesli pierwsze cztery okregi mialy krzywizny
bedace liczbami calkowitymi, to wszystkie skonstruowane okregi tez beda miaty
krzywizny catkowite.

Na wstepie zauwazmy, ze jesli w poczatkowej sytuacji wytniemy z najwiekszego
okregu kola ograniczone przez pozostale trzy okregi, to otrzymamy w wyniku
cztery obszary, kazdy ograniczony przez trzy tuki. Kolejny okrag rysujemy

w jednym z tych obszaréw — bedzie styczny do jego brzegéw, czyli do doktadnie
trzech okregéw na rysunku. Analogicznie, w kolejnych krokach nie mozemy
dodaé okregu stycznego do wiecej niz trzech narysowanych okregéow. Za kazdym
razem dorysowanie okregu powoduje powstanie trzech nowych obszaréw,

w ktérych mozemy dodawaé okregi. Kazdy obszar bedzie ograniczony przez
trzy tuki.

Udowodnimy przez indukcje, ze po kazdym wykonanym kroku krzywizny wszystkich
okregdéw sa catkowite oraz dla kazdej tr6jki okregéw parami stycznych co najmniej
jeden z okregow Soddy’ego znajduje sie juz na rysunku. Baze indukcyjna mamy za
darmo. Zaltézmy, ze po pewnej liczbie krokéw krzywizny wszystkich narysowanych
okregdw sag catkowite i dla kazdej trojki okregdéw parami stycznych istnieje

co najmniej jeden z okregéw Soddy’ego. Checemy dorysowaé okrag s; styczny

do trzech parami stycznych okregow ki, ko, k3, czyli jeden z okregdéw Soddy’ego tej
tréjki. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze s, drugi okrag Soddy’ego tej trojki,
zostal juz narysowany. Z formuly Kartezjusza i wzoréw Viete’a wynika, ze suma
krzywizn okregdéw s1 i sq jest rowna podwojonej sumie krzywizn okregow ki, ks, k3.
Poniewaz z zalozenia indukcyjnego krzywizny okregdéw ki, ko, k3 i so sa catkowite,
wiec krzywizna okregu s; tez jest calkowita. Aby dokonczyé krok indukecyjny,
wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze dla kazdej tréjki sposréd czterech okregow

k1, ko, k3, s1 istnieje co najmniej jeden z okregéw Soddy’ego; dla pozostalych
trojek okregéw parami stycznych gwarantuje nam to zalozenie indukcyjne. Dowéd
jest wiec zakonczony.

Ronald Graham podal bardzo prosty algorytm generowania czwérek okregow,
od ktorych mozna rozpoczaé opisana powyzej konstrukcje. Zacznijmy od analizy
wyjéciowej sytuacji: oznaczmy poczatkowa czworke krzywizn przez (b, ba, bs, by)
i przyjmijmy, ze okrag o krzywiznie by jest styczny wewnetrznie do okregdw

o krzywiznach réwnych pozostalym trzem liczbom (czyli by < 0, pozostate
dodatnie). Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze by < be < bg. Dokonujac
zamiany zmiennych

by =dy —by, by=dy—by, bz=-2m+dy+dy—by
(wtedy dy < da), sprowadzamy formule Kartezjusza do postaci
b2+ m?=didy oraz by <0<2m<d; <dy (bod;—2m=>bg—by>0).

Stad natychmiast wynika nieréwnosé m < |bg|/ V/3. Teraz mozemy prébowaé
znalezé¢ przyktady odpowiednich czworek liczb catkowitych. Podstawiajac za by
kolejne liczby catkowite ujemne, otrzymujemy dla kazdej z nich skonczenie

wiele mozliwych wartosci m. Musimy jedynie sprawdzi¢, dla jakich par by i m
istnieje rozklad na czynniki d; i dg, spelniajacy odpowiednie nieréwnosci, co jest
dobrym zadaniem dla komputera.

Na internetowej stronie Delty mozna znalezé przyklady réznych konfiguracji.
Jedna z nich zwrédci uwage teorioliczbowcéw — sa to bowiem okregi Forda

(a dokladniej, te styczne do prostej — rys. 7-8). Ich krzywizny sa kwadratami
kolejnych liczb naturalnych, a punkty stycznosci do prostej odpowiadaja
kolejnym wyrazom ciagu tzw. ulamkdéw Fareya. Warto wspomnieé réwniez,

ze Rademacher uzyl ich jako drogi catkowania w swoich pracach dotyczacych
funkcji partycji obliczajacych, na ile sposobéw liczba n moze by¢ zapisana jako
suma liczb catkowitych dodatnich nie wigkszych niz n.
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