Roé6wnania diofantyczne kwadratowe jednorodne

Od Redakcji: Autor artykutu uzywa pojec,
ktoére nie wszystkim Czytelnikom sg znane.
Dlatego na tym i sgsiednim marginesie
zamieszczamy nieco objasnien.

Zbiér punktéw przestrzeni

kartezjanskiej R™ spelniajacych réwnanie
k-tego stopnia nazywamy tworem
algebraicznym stopnia k. W artykule obok
rozwazane réwnania diofantyczne moga
by¢ interpretowane jako poszukiwanie
punktéw kratowych (czyli majacych
wszystkie wspoélrzedne calkowite) lezacych
na tworach algebraicznych stopnia 2.

Tworami algebraicznymi stopnia 2

sa np. na plaszczyznie z? +2x2 =0
czy w przestrzeni tréjwymiarowej

xf — zg + 2x3 = 0 — w pierwszym
przypadku jest to parabola, a w drugim
paraboloida hiperboliczna, czyli ksztaltt
dachu nad warszawskim przystankiem
kolejowym Ochota.

Twory stopnia 1 w dowolnym wymiarze
sg tzw. hiperptaszczyznami, czyli
przestrzeniami o jeden wymiar mniejszymi
od przestrzeni, w ktorej sa rozpatrywane —
na plaszczyznie sg to proste, a w przestrzeni
tréjwymiarowej plaszczyzny.

Proste w przestrzeni dowolnego wymiaru
mozna przedstawié¢ jako zbiory punktéw
postaci (a1 + bit,az + bat, ..., an + bpt),
gdzie t przebiega wszystkie liczby
rzeczywiste. Punkty tworu algebraicznego,
dla ktérych kazda przechodzaca przez nie
prosta albo cala lezy na tworze, albo nie ma
z nim juz wigcej punktéw wspolnych,
nazywamy osobliwymi (np. wierzchotek
stozka).

Przy bardziej zaawansowanych badaniach
dogodnie jest przenie$¢ twory algebraiczne
do (obszerniejszej) przestrzeni rzutowej,
ktéra powstaje z R™ przez dolaczenie

do kazdej prostej jej kierunku (jako
dodatkowego punktu). Przyjmuje si¢ przy
tym umowe, ze te nowe punkty leza na
jednej hiperptaszczyznie. Technicznie
sprowadza si¢ to do dopisania w réwnaniach
tworéw do kazdego z jednomiandéw
dodatkowej wspétrzednej xo w takiej
potedze, by, po pierwsze, stopienn rownania
nie zwigkszyl sig, i, po drugie, by kazdy
jednomian byl tego samego stopnia (czyli
by wielomian byl jednorodny) — w podanych
przyktadach bedzie to w? + 2z022 =0

i :crf — zg + 2z0x3 = 0. Punkty tez
otrzymuja nowa wspoélrzedng — ,stare”
punkty dostaja zerowa wspdélrzedna 1,
wspélrzedne ,nowych” punktéw zaczynaja
sig od 0. Jednorodno$¢ rownan powoduje,
ze teraz punkt ma wiele uktadéw
wspélrzednych — ukltady proporcjonalne
oznaczaja ten sam punkt.
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Rozwiazywaé bedziemy diofantyczne rownania kwadratowe jednorodne postaci

n
(1) Qwo,. .., zn) = Z Aijxia:j =0, gdzie Aij = Aji7
i,j=0
dlatego zakladamy, iz wszystkie A;; sa liczbami catkowitymi, oraz ze
poszukujemy tylko catkowitych wartosci a; (i =0,1,...,n).
Nalezy zwr6cié uwage, ze rozrézniamy rozwiazanie [xo, ..., Z,] W przestrzeni
kartezjanskiej R" ™! od punktu (o, ..., r,) W przestrzeni rzutowej P™.

Udowodnimy nastepujace twierdzenia i wnioski.

Twierdzenie 1. Jezeli (by,...,b,) jest punktem nieosobliwym tworu (1),
b; sq calkowite i by # 0, to wszystkie rozwigzania calkowite réwnania (1) poza
hiperplaszczyzng

i,§=0
dane sq wzorami

pPLo = 7b0 Z AZ‘]‘T'Z'T'J'

3) L .
P = —by, Z Aijri'rj + 21y, Z ZAijbﬂ"j (O < k< TL),
ij=1 i=0 j=1

gdzie r; (1 <i < n) oraz p # 0 przebiegajq liczby calkowite, przy czym p jest
wspolnym dzielnikiem prawych stron.
Twierdzenie 2. Przy zaloZeniach Twierdzenia 1 jezeli pierwszy i drugi wskaznik

rzutowy tworu (1) wynoszq odpowiednio n+1 i n— 1, to dla n > 1 wzory (3)
daja wszystkie rozwigzania calkowite réwnania (1).

Stosujac to twierdzenie do rownania

(@ (o) —nY a2 -0
=0

=0

n

wygodnie jest polozy¢
n n
T, Zr?:R; Zsizs, Zs?:S
i=1 i=1

n
E T
i=1 i=1

i zauwazy¢, ze dla n = 1 réwnanie (4) daje zpx; = 0, zatem ten przypadek
mozna pomina¢ jako banalny. Mamy

Whiosek 1. Dia n > 1 wszystkie rozwigzania réownania (4) w liczbach
catkowitych x; (0 < i< n) dane s¢ wzorami
(5) pro=nR—1r%  pr;=nR—7r>+2nrmr, (1<i<n), pr,=2nr

gdzie r; (1 <1i < n) oraz p # 0 przebiegajq liczby calkowite, przy czym p jest
wspdlnym dzielnikiem prawych stron réwnan (5).

Tomasz Ordowski zauwazyl jeszcze inne wzory dajace rozwiazania réwnania (4)
i w liscie do autora wysunal przypuszczenie, ze z wzoréw tych mozna otrzymac
wszystkie rozwiazania réwnania (4) w liczbach calkowitych nieujemnych. Tak
rzeczywiscie jest dla n > 1, zachodzi bowiem

Whiosek 2. Dla n > 1 wszystkie rozwigzania réwnania (4) w liczbach
catkowitych x; (0 <i < n) dane sq¢ wzorami

S+ s? ,
(6) oL = 5 ssiv1 (0<i<n), ox,= 32,

gdzie s; (1 <1< n) orazo # 0 przebiegajg liczby calkowite, przy czym o jest
wspolnym dzielnikiem prawych stron réwnan (6).
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Od Redakcji cd.:

Standardy geometrii analitycznej

z kazdym tworem stopnia 2 wiagza

macierz symetryczng, majaca te

wlasnosé, ze gdy pomnozy si¢ ja przez
punkt, otrzymuje si¢ réwnanie tego tworu
— w podanych przykladach bedzie to

odpowiednio

0 0 1
01 0
1 0 0

0O 0 0 1
o0 0 1
01 0 O
0 0 -1 0
1 0 0 O

Jesli macierz te oznaczymy [A;;], to

réwnanie tworu bedzie postaci

n
E Ajjxizy; = 0.

i,4=0

Zerowanie si¢ wyznacznika tej macierzy
oznacza, ze opisany przez nig twér ma

punkty osobliwe.

Jedli od kazdego z wyrazéw na gtéwnej
przekatnej macierzy tworu odejmiemy
zmienng A, to jej wyznacznik bedzie
wzgledem A\ wielomianem stopnia n + 1.
Liczba jego pierwiastkéw nazywana jest
pierwszym wskaznikiem rzutowym tworu,
a warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy
liczbg pierwiastkéw dodatnich i ujemnych

— drugim wskaznikiem rzutowym.

[Tego rodzaju formalizm mozna znalezé
w ksiazce: Karol Borsuk, Geometria
analityczna wielowymiarowa, Warszawa,

1976.]

N,
S

R

Dowdad twierdzenia 1. Przypu$émy, ze liczby x; sa calkowite, i niech
r; = bow; — bixg (0 < i < n). Zatem r; sa catkowite, 7o = 0 i mamy

(7) 0=02Q(x0,...,2T,) =
= Q(boxo+70,.. ., bnxo + 1) =

= Z Aij(bixo + Ti)(bjxo + ’/‘j) =
i,j=0

= l‘gQ(bo, e bn) + 2z Z Aijbﬂ’j + Z A,-jrirj.

1,j=0 i,j=1

0té2 Q(bo, ..., by) = 0,

(8) Z Aijbﬂ’j = Z Awb,(b(ﬂ?] — bjl’o) =

i,j=0 4,j=0
n n
= bo Z Aijbixj — X9 Z Awblb] =
i,j=0 i,j=0
n
= bo Z Aijbizy,
i,j=0
zatem, jezeli punkt (zo,...,z,) lezy na (1) poza hiperplaszczyzna (2),
z réwnania (7) otrzymujemy
. =i jo1 Aijrir; o Tht i
0= = .
23000 21 Aigbiry bo

Zatem wzory (3) zachodza dla p = 2bo 3/ 371 Aijbir;.

Odwrotnie, przypusémy, ze liczby x;, dane sa wzorami (3), gdzie liczby r; oraz

p # 0 sg catkowite i p jest wspOlnym dzielnikiem prawych stron. Zatem liczby xy, sa
catkowite 1 wobec jednorodnosci réwnania (1) wystarcza dowiesé, ze przy pewnym
p # 0 liczby a, spetniaja (1). Jezeli 331" D27, Aijbiry = 0, to przy p = 1

Q(.To, e ,xn) = ( Z AiJTﬂ‘j)QQ(b(), e ,bn) = 0

ij=1

Jezeli Y o >0 Aijbiry # 0, to kladac

p = 2bo Z Z Ajjbiry,

i=0 j=1
z (3) otrzymujemy (7), zatem na mocy (7) zachodzi (1).

Do dowodu Twierdzenia 2 potrzebny bedzie nastepujacy techniczny

Lemat. Przy zalozeniach Twierdzenia 2 hiperplaszczyzna (2) ma z tworem (1)
tylko jeden punkt wspdlny, mianowicie (by,...,by).

Przyjmiemy go tutaj bez dowodu.

Dowdd twierdzenia 2. Rozwiazanie [0, ..., 0] otrzymuje sie ze wzordw (3),
przyjmujac 7; = 0 (1 < i < n), p = 1. Dlatego na mocy Lematu wystarczy
wykazaé, ze jesli przy pewnym ¢ # 0 wymiernym wszystkie liczby tb; (0 <1i < n)
sa catkowite, to rozwiazanie t[bo, ..., by] otrzymuje si¢ ze wzoréw (3) przy
catkowitych r; oraz p # 0. Niech wiec t = [/m, gdzie liczby [, m sa calkowite
wzglednie pierwsze; [ # 01 m|b; (0 <4 < n). Na mocy Lematu dla n > 1 istnieja
liczby catkowite p; (0 < i < n), takie ze Z?JZO A;iibip; =0, Q(pos - - -, pn) # 0.
Kltadac r; = bolp; — bilpo 1 stosujac wzory (7)1 (8) dla z; = lp;, otrzymujemy, ze

i iAijbirj = 0, i Aijrirj 7& 0,

i=0 j=1 ,j=1
. -1 . ,
zatem rozwiazanie —-[bo, ..., b,] otrzymuje si¢ ze wzoréw (3) dla
m n
P = *T E Aijrirj-
ij=1
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Symbol (k1, ..., kn) oznacza najwickszy
wsp6lny dzielnik liczb k1, ..., ky.
- Apo
&

\\
/

<
)-
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Uwaga 1. Zalozen o wskaznikach rzutowych nie mozna w Twierdzeniu 2
pominaé, jak wskazuje przyklad réwnania 3 + 27 — 2% — 22 = 0 i rozwiazania
[bo, b1, b2, b3] = [1,0,1,0]. Rozwiazan [z, x1,xo,x1] przy x1 # 0 nie da sie

otrzymaé ze wzoru (3).

Uwaga 2. Jezeli n = 21 /A%, — A11 Aso nie jest liczba wymierna, to istnieje
taka liczba catkowita A # 0 niezalezna od 71,72, ze p| A(ry,r9)?.

Dowdéd wniosku 1. Aby zastosowaé¢ Twierdzenie 2, oznaczmy lewg strone
réwnania (4) przez F,(xo,...,x,). Z tozsamosci

1 1

Fi(zg,21) = 5(300 +31)% - 5(550 —x1)?,
n

Fn(l'o, P ,xn) = an,l(xo, e ,.’Enfl) +

Tp—1

xn)2 (n>1)

wynika przez indukcje, ze pierwszy i drugi wskaznik rzutowy tworu
F,(zo,...,x,) wynosi odpowiednio n 4+ 1 i n — 1. Poniewaz F,,(1,...,1,0) =0,
Twierdzenie 2 stosuje si¢ przy b; =1 (0 < i < n), b, = 0.

Lo
1-—
+( n)(n—lJr Jrn—l

Uwaga 3. Wniosek mozna tez wyprowadzi¢ bezposrednio z Twierdzenia 1,
dowodd byltby krétszy, ale jego skutecznosé niewyjasniona.

Dowdd wniosku 2. Zaldzmy, ze liczby calkowite x; spelniaja (4). Na mocy
Whiosku 1 istnieja liczby calkowite r; oraz p # 0 spelniajace (5), przy czym
pl(nR—1r2 2nrry, ..., 2n12). Polézmy

s1=2r, siy1=2r—2nr; (1<i<n), o=2np.
Mamy wiec

§1 — Si4+1 S S1
7“1‘272“ y o T = 5— 7"25, R =

ns% — 2881+ S
4n? ’

zatem

S+ 52

oxg = 2npzg = 2n(nR — r2) = — 581,

oxr; = 2np$l = 2’)’L(’I’LR — T2 + 2TL'I"n’I"i) =

S+ s? S+ s?
= — 881+ 8(s1 — 8i41) = 5

—ssiy1 (1<i<mn),

oy = 2npT, = 2n - 2nr,2L = 52,

czyli zachodza wzory (6). Zalézmy teraz, ze dla catkowitych s; oraz o # 0
zachodza wzory (6), przy czym o jest wspOlnym dzielnikiem prawych stron.
Poniewaz S = s? mod 2, liczby x; sa calkowite. Polézmy r; = 57 — Si+1
(1<i<mn), r,=s,p=2n0. Mamy wicc 51 = =, s;11 =~ —1; (1<i<n),
s =r, oraz

2

S:_T_+27"'Tn
n

+R—r721,

zatem
S + s2

pPro = 2noxy = 2n< — 351> =nR—1?,

S + 2

px; = 2nox; = 2n( — ssi+1> =nR —1r?+ 2nriry, (1<i<n),

pr, = 2nox, = 2ns> = 2nri,
dlatego na mocy Wniosku 1 liczby z; spelniaja (4).

Uwaga 4. Dowéd Wniosku 2 mozna réwniez przeprowadzié¢ bezposrednio,

wychodzac z wzoréw T. Ordowskiego s; = xo+ ... + @, —nai—1 (1 <i< n).

Trzeba wéwczas przyjaé o = n’x,.

Przyktad. Dla n = 3 otrzymujemy wzory
ory = s% + 5983 + s%, oxr] = s% + 5183 + sg,

2 2 2
oxy = 87+ 8182+ 85, oxz = (s1+ 2+ 83)°.
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