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Mota delld

Kratki

Marcin sie nudzil — z nieznanych powodéw sie¢ wysiadta i nie mozna byto
surfowaé po internecie. Nagle przypomnial sobie, ze dziadek opowiadal
mu, jak dawno, dawno temu, na zgromadzeniach zwanych nasiadéwkami,
mozna byto zabija¢ marnowany czas, rysujac co$ na omawianych
dokumentach. Zadnych dokumentéw Marcin nie mial, ale przeciez mogl
sobie wyobrazié, ze kartka czystego papieru to jest dokument. Wziat
wiec do reki otéwek i narysowal dwie strzatki wychodzace z tego samego
punktu. Gdy przyjrzat sie rysunkowi, przyszto mu do glowy, ze jesli do
koncow narysowanych strzatek bedzie przyczepial strzatki takie, jak
narysowane, to powstanie réwniutka kratka. I w poczatkach/konhcach
strzatek — dla piekna rysunku — postawit kropki (rys. 1).

Gdy podziwial swoje dzieto, do pokoju wpadli koledzy.

— 0, jaka krzywa kratka! — zawolata Ania. — Przeciez te same punkty
mogtes dostaé, rysujac kratke inaczej! — i narysowata na jego rysunku
bardzo porzadna, kwadratowa kratke (rys. 2).

— A ja uwazam, ze kwadratowa kratka jest nudna — wtracila sie
Agnieszka. — Kratka powinna by¢ troche krzywa, ale, oczywidcie, nie az
tak krzywa, jak ta Marcina. — i wzieta si¢ do rysowania.

— Proponuje, abys jednak zaczekala, bo jak narysujesz trzecia kratke
na tym samym rysunku, to nic nie bedzie wida¢ — zauwazyl Witek. —
O, tutaj narysowaltem ci takie same kropki jak na rysunku Marcina.

— Dziekuje — powiedziata Agnieszka i wyrysowala na kartce Witka swoja
kratke (rys. 3).

— Bo kratek moze by¢ dowolnie wiele — pospieszyt z wyjasnieniem
Krzysiek. — Pierwsza strzatke moge poprowadzi¢ miedzy dowolnymi
dwoma punktami, a druga bedzie mozna dobra¢ tak, aby zaden

z punktéw nie zostal pominiety. — I narysowal strzatke (rys. 4) znacznie
dtuzsza od tych, ktore rysowali jego poprzednicy.

7 poczatku wygladalo na to, ze przesadzil z optymizmem, ale po chwili
okazalo sie, ze faktycznie istnieje druga strzalka, ktora wraz ze strzatka
Krzyska bedzie produkowata kratke dajaca te same punkty. Kratka wyszta
dosé obrzydliwa, ale rzeczywiscie istniala (a czy Ty, Czytelniku, umiesz
znalezé odpowiednia druga strzaltke i uzupelnié rysunek Krzyska?).

— Tylko ze to, co méwi Krzysiek, to, oczywiscie, nieprawda — odezwal sie
Piotr. — Dorysujcie druga strzatke do takiej. I na nowej kartce papieru
narysowal strzatke niewiele r6zniaca sie (rys. 5), przynajmniej na oko,

od strzatki Krzyska.
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No i warto zajrzeé¢ do artykutu
otwierajacego ten numer.

Wszyscy wzieli sie do rysowania, ale faktycznie jakos nikomu nie udawato
sie znalezé¢ odpowiedniej drugiej strzatki.

— A to ciekawe — zainteresowal sie Kuba. — Musze to jako$ wrzuci¢ do
komputera.

— Wydaje mi sig, ze to jednak powinno by¢ bardzo proste — stwierdzila
Marysia. — W konicu te kropki to zaledwie Z2.

— Tylko spokojnie — odezwat si¢, milczacy jak zawsze, drugi Krzysztof.
No wtlasnie, powstaly dwa pytania:

o Czy kazda strzatke, taczaca na plaszczyznie dwa punkty o obu
wspolrzednych catkowitych, da sie uzupeié druga taka strzatka, by
wielokrotnie dodajac badz odejmujac takie wektory, mozna byto dotrzeé
do kazdego punktu o obu wspdirzednych catkowitych?

o I jak te druga strzaltke (tam, gdzie to jest mozliwe) znalezé?

Wykonanie kilku eksperymentéw prowadzi do przypuszczenia, ze dobra
strzatka nie powinna przechodzié¢ przez zadng kropke — ma mieé¢ kropke
na poczatku i na koncu, ale zadnej wiecej. Istotnie, taka kropka gdzies
wewnatrz strzalki nie bedzie punktem kratowym w wyznaczonej przez te
strzatke kracie niezaleznie do tego, jak bedzie wygladala druga strzatka.
Gdy poshuzymy sie wspdirzednymi, spostrzezenie to bedzie oznaczalto,

ze wspOlrzedne strzalki/wektora beda wzglednie pierwsze (czyli ich
najwiekszy wspdlny dzielnik bedzie réwny 1). W przeciwnym razie nasza
strzatka dawalaby podzieli¢ sie na kilka jednakowych, krotszych strzatek
tez majacych poczatki/konce w punktach kratowych (zapewne ma tu cos
do rzeczy twierdzenie Talesa), a wiec mialaby punkty kratowe nie tylko
na poczatku i koncu. Tak wtaénie byto w przyktadzie Piotra.

Dobor drugiej strzatki sprawdza sie w eksperymentach, gdy
w réwnolegtoboku rozpietym na obu obranych strzatkach nie ma zadnej
kropki — przeciez do takiej wewnatrz nie bedzie prowadzila zadna linia.
Proponuje Czytelnikowi sprawdzenie, iz oznacza to, ze pola wszystkich
takich rownoleglobokow sg réwne 1. W braku lepszego pomystu mozna
poshuzy¢ sie wzorem Picka (czyt. pika) na pole (dowolnego) wielokata
o wierzchotkach w punktach kratowych

1

§b +w—1,
gdzie b to liczba tych punktéw na brzegu wielokata, a w — wewnatrz.
Czy jednak zawsze do strzatki majacej wspolrzedne wzglednie pierwsze
mozna dobraé¢ drugg strzatke tak, by rozpiety na nich réwnolegtobok miat
pole 1?7 Pomocny jest tu kolejny wzor: pole réwnolegtoboku rozpietego na
wektorach [a, b] 1 [c, d] jest réwne

|ad — be|.

Czy zatem majac liczby catkowite i wzglednie pierwsze a i b, mozna
znalez¢ takie liczby catkowite c i d, aby bylto |ad — bc| = 1?7

Okazuje sie, ze i na to matematycy znalezli sposéb (i to 2400 lat temu).
Prawdziwe jest bowiem twierdzenie, ze dla dowolnych liczb naturalnych
m i n istniejg takie liczby catkowite p i q, ze

pm +gqn = NWD(m,n).
Na przyktad dla 5 i 3 takimi liczbami sa —1 i 2. Sadze, ze kazdy potrafi
z tego odczytal, jaka strzatka bedzie dobrg parg w przykltadzie Krzyéka.
I kto by to pomy$lal, ze w rysowaniu kratek moze by¢ tyle matematyki!

Maltg Delte przygotowat Marek KORDOS
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