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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2010

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
486 (WT = 1,98) i 487 (WT = 2,73)
z numeru 11/2009

Krzysztof Magiera FLosiéw 39,41
Michal Kozlik Gliwice 31,92
Jerzy Witkowski  Radlin 22,49

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 498, 499
Redaguje Jerzy B. BROJAN

498. Trzy cienkie, poczatkowo nienatladowane, przewodzace sfery o promieniach

r1, o 1 r3 (11 < ro < r3) sa wspolérodkowe, przy czym wewnetrzna i zewnetrzna
sa polaczone przewodem przechodzacym przez otworek w srodkowej sferze.

tadunek Q7

Jakie tadunki wystapia na tych dwoch sferach, jesli na srodkowa wprowadzimy

499. Zestaw 9 niewazkich sprezynek o stalej sprezystosci k i dlugoéci swobodnej
zero (tzn. przyjmujacych dlugosé I pod wplywem sily F' = kl) jest rozpiety

na trzech punktach lezacych na tej samej wysokoéci i tworzacych trojkat
réwnoboczny o boku a (rys. 1). O ile obnizy sie srodkowy punkt zestawu po jego
obciazeniu cigzarem P?7

Rozwiazania zadan z numeru 1/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

490. Fusy herbaciane sg nieco cigzsze od herbaty i opadaja na dno. Gdy zamieszamy herbate,
powstaje sita odérodkowa, ktéra powoduje podwyzszenie poziomu herbaty przy brzegu naczynia,
tak jakby sila ciezkosci byta odchylona od pionu na zewnatrz (méwimy o ,pozornej sile ciezkosci”,
bedacej sumg silty cigzkosci i sily od$rodkowej). Zatem role dna powinien pelnié raczej zewnetrzny
brzeg denka szklanki, a nie jego Srodek. Dlaczego wiec fusy zbieraja si¢ na srodku denka?

491. Do strumienia czystej wody plynacej z predkoscia vg = 10 cm/s wprowadzono koncéwke rurki,
przez ktéra wyplywa zabarwiona woda w tempie A = 1000 (:ms/& Obliczy¢ érednice d strumienia
wody zabarwionej w odleglosci I = 5 cm za koncéwka rurki (rys. 2), przy nastepujacych zalozeniach:
1) woda wyplywa z rurki izotropowo (jednakowo we wszystkich kierunkach),

2) przeplyw jest stacjonarny (staly w czasie) i laminarny, tzn. nie wystepuje mieszanie.

Wiskazéwka. Dla pola przeplywu cieczy obowigzuje zasada superpozycji (podobnie jak np. dla

pola elektrycznego), zgodnie z ktéra w kazdym punkcie wektor predkosci cieczy jest suma stalego
Rys. 3 wektora ¥y i radialnie skierowanego wektora o wartosci zaleznej od A i od odlegloéci od rurki.

490. Wirowy ruch herbaty jest stopniowo hamowany
przez tarcie o $cianki i dno (lepko$¢). Wolniejszy
obroét cieczy przy dnie oznacza, ze sita odsrodkowa
dziata tam na nia stabiej, stad ci$nienie przy brzegu
dna jest mniejsze, niz bytoby w przypadku braku
lepkosci. Nie jest wiec w stanie zréwnowazy¢ ciSnienia
stupa cieczy (ktére przy brzegu jest podwyzszone, bo
wyzsza jest wysokos¢ stupa). Dlatego herbata opada
przy brzegu, a wznosi sie wzdluz osi szklanki (rys. 3),
pociagajac fusy do érodka.

491. Zgodnie ze wskazéwka, w punkcie odlegltym od
rurki o [ wzdtuz osi poziomej i o y wzdluz osi pionowej
(osie wg rysunku) pozioma sktadowa predkosci cieczy
jest rowna

A l

A7 (12 + 42)3/2

Wartosé y odpowiadajaca granicy strumienia
zabarwionego (tzn. réwna polowie szukanej srednicy d)

Ux(y) =9 +

22

znajdziemy z warunku zgodnosci przepltywu

d/2
/ v (y) - 2mydy = A.
0

Catka wynosi

mud? A < l )
—F =1l - Y.

4 2 12+ (d/2)?
Wprowadzajac wielko$ci bezwymiarowe — zmienna
s = (d/21)? i stala o = A/2mvyl? — dochodzimy do
rownania

1
s=a (1 + m) .
Po usunieciu pierwiastka okazuje si¢ ono rownaniem
kwadratowym zmiennej s. Jedynym rozwiazaniem
spelniajacym warunek s > « jest

1
5= 5(2a—1+\/4a+1).

Dla naszych danych mamy « = 0,637, s = 1,078
id=2ly/s=104 cm.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2010

593. Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie:

Zadania z matematyki nr 601, 602
Redaguje Marcin E. KUCZMA

601. Znalez¢ wszystkie pary (n,p) dodatnich liczb calkowitych, w ktérych p jest
liczba pierwsza, spelniajace réwnanie n® = p® + p? + n?.
602. Liczby dodatnie a, b, ¢ sa zwiazane zalezno$cia bc + ca + ab = 1. Dowiesé, ze
av/be n bVea n cvVab < 1
Vita?+vbhe Vit +vea VitE+vab a+btc

Zadanie 602 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

594. Rozwazamy funkcje

a, a, 2+ 5 2 3
ay =az =1, az = 2, an+3:%. j(w):m
an z2(x —1)2
Dowies¢, ze wszystkie jego wyrazy sa liczbami catkowitymi. Niech a bedzie ustalong liczbg rzeczywista, rézng od 0 i 1. Znalezé

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
585 (WT =1,90) i 586 (WT = 2,76)

z numeru 9/2009

Zbigniew Galias  Krakéw
Tomasz Tkocz Rybnik
Marek Prauza Poraj
Tomasz Wietecha Tarnéw
Witold Bednarek §L6dz

44,53
43,13
42,39
37,49
36,92

Pan Zbigniew Galias: to juz drugie

okrazenie.

wszystkie liczby rzeczywiste x, spelniajace réwnanie f(z) = f(a).
593. Jest jasne, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami dodatnimi.
W zadanym wzorze rekurencyjnym a,a,43 = ap110,+2 + 5 zastepujemy n przez
n — 1 (co wolno zrobié dla n > 1) i odejmujemy stronami otrzymane réwnosci:
AnQp4+3 — Ap—10n42 = Ap410p42 — Apdp41.
Przeksztalcamy te réwnosé do postaci
On41 + 0n43  Gp—1+ Gni

an+2 [e7%
Przyjmujac dla n > 1 oznaczenie ¢, = (an—1 + @n+1)/an, widzimy, ze ¢,10 = ¢,
dla n > 1. Skoro zas$ co = (a1 + ag)/az = 3, ¢3 = (a2 + a4)/az = 4, ciag (cy,) jest
ciagiem naprzemiennym (3,4, 3,4,3,4,...). Pozostaje zauwazy¢, ze
Opt1 = Cplp — Gp—1  dlan > 1.

7 tego wzoru jasno wynika, ze wszystkie liczby a,, sa caltkowite.

594. Réwnanie f(x) = f(a) jest dla a,z ¢ {0, 1} réwnowazne réwnaniu
F(a,z) =0, gdzie

(1) F(a,z) = ad*(a—1)*(2* =24+ 1)% — (a* —a + 1)%2%(z — 1)°.

Przy ustalonej wartosci a jest to wielomian zmiennej x, széstego stopnia.

Ma zatem nie wiecej niz 6 pierwiastkow. Jednym z nich jest oczywiscie = = a.

Nietrudno zauwazy¢, ze f(1/x) = f(x) oraz f(1 —x) = f(x). Pierwiastkami
wielomianu z — F'(a,x) sa wiec takze liczby uzyskane z liczby a przez branie
odwrotnosci oraz dopelnien do jedynki:

1 1 1 a—1 a
2 - 1- 1——- (= .
@) “ow R — a( a )’ a—1

Gdy te liczby sa parami rézne, wielomian x — F(a,z) ma rozklad na czynniki

F(a,x):A(x—a)(x—2>(x—1+a)<x—1ia>(x—a;1><x—ail>,

gdzie A = a?(a — 1)? jest wspélezynnikiem wiodacym. Wiaczamy jego czynniki
do odpowiednich czynnikow rozkladu i przepisujemy 6w rozktad jako

3) Fla,z)=(z—a)(lax—1)(z—1+a)((e—1)z+1)(ax—a+1)((a— 1)z —a).
Nalezaloby przebadaé, czy faktycznie ciag (2) zawiera szesé¢ réznych liczb.
Zamiast tego prosciej jest potraktowaé cale rozumowanie poprzedzajace wzor (3)
jako nieformalne jego przygotowanie — i po prostu sprawdzi¢, wymnazajac
nawiasy, ze prawe strony wzoréw (1) i (3) sa réwne dla kazdej pary liczb
rzeczywistych a, x.

Z réwnoéci (3) wynika wprost, ze (dla ustalonego a ¢ {0,1}) pierwiastkami
réwnania f(x) = f(a) (z niewiadoma x) sa liczby wymienione w (2) i tylko one.
(Dla pewnych wartosci a wystepuja w ciagu (2) powtérzenia, co oznacza, ze
niektére 7z tych liczb sa wéwcezas pierwiastkami podwdjnymi).
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