Kacik przestrzenny (3) Wpisywanie czworo$cianu w réwnolegloscian

Przez kazda krawed? czworo$cianu ABC'D poprowadzmy plaszczyzne
rownolegla do przeciwlegtej krawedzi czworoécianu. Plaszczyzny te wyznaczaja
rownolegloscian. W kazdej z jego $cian jedna przekatna jest krawedzia
czworo$cianu ABC D, a druga przekatna jest réwna i réwnolegla do
przeciwlegtej krawedzi tego czworoscianu. Réwnoleglo$cian ten nazywamy
réwnoleglo$cianem opisanym na czworoscianie ABC'D (czasem moéwi sie tez
réwnolegloscian dopisany), a czworoécian ABCD czworoscianem wpisanym

w ten rownolegloscian (rys. 1). Okazuje sig, ze ta konstrukcja jest w wielu
sytuacjach bardzo uzyteczna.

fys: 1 Zauwazmy w szczegdlnosci, ze

e bisrodkowe czworoscianu sa réwnoleglte do odpowiednich krawedzi
réwnoleglo$cianu, a ich dtugosci sg réwne dhugosciom tych krawedzi,

e biwysokosci sa prostopadle do przeciwleglych ptaszczyzn réwnolegloscianu,

e srodek cigzkosci czworoscianu pokrywa si¢ ze $rodkiem cigzkosci
réwnolegloscianu, a srodkowe czworoscianu sa przekatnymi tego
réwnoleglos$cianu,

e objetos¢ czworodcianu jest 3 razy mniejsza od objetosci réwnoleglo$cianu.

Bisrodkowa — odcinek laczacy $rodki
przeciwleglych krawedzi w czworos$cianie
(odcinek M N na rysunku 2).

Biwysokos$é — odcinek prostopadtly

do dwéch przeciwleglych krawedzi
czworo$cianu, ktérego konce nalezg do
prostych zawierajacych te krawedzie
(odcinek PQ na rysunku 2).

Zachecamy Czytelnikow do samodzielnego sprawdzenia tych prostych faktéw.
Wykorzystamy te wiedze w ponizszych przykladach.

1. Dlugosci bisrodkowych pewnego czworo$cianu sqg réowne a, b, c. Dowiesé, Ze
objetosé tego czworoscianu nie przekracza %abc.

Rozwigzanie. Réwnoleglo$cian opisany na tym czworo$cianie ma krawedzie
dtugosci a, b, ¢, skad wniosek, ze jego objetos¢ nie przekracza abc. To za$
oznacza, ze objeto$¢ danego czworoscianu nie przekracza %abc.

2. Udowodnic, Ze bisrodkowa jest prostopadia do kazdej z dwdch biwysokosci
laczqceych pary pozostalych przeciwleglych krawedzi czworo$cianu.

Rozwigzanie. Niech ABC'D bedzie czworo$cianem wpisanym w réwnolegtoscian
AC'BD'A'CB’'D, M i N — $rodkami krawedzi AB i CD, a PQ — odcinkiem
biwysokosci taczacej BC' 1 AD (rys. 2). Odcinek PQ jest prostopadly do
plaszcezyzny BB'CC’, jest wigc tez prostopadly do krawedzi CC’. Jednakze
MN || CC’, wiec PQLMN.

Czworoscian, w ktérym przeciwlegte
krawedzie sa réwne, nazywamy
réwnosciennym.

Jak wida¢, z pozoru niebanalne zadania przy uzyciu tej techniki staty sie
niemal oczywiste. Wpisywanie w réwnoleglo$cian przynosi wiele korzysci
rowniez w przypadku, gdy ten okaze sie jaki$ szczegélny. Odnotujmy wiec, ze
réwnoleglo$cian opisany na czworoscianie

Czworoscian, ktéry ma dwie pary
przeciwlegtych krawedzi réwnych,
nazywamy pélréwnosciennym.

e jest szeScianem < czworoscian jest foremny,

e jest prostopadloscianem < przeciwleglte krawedzie czworoscianu sg réwne,

e jest graniastostupem prostym o podstawie réwnolegloboku < w czworoécianie
sa dwie pary przeciwlegltych krawedzi rownych,

e jest romboscianem < przeciwlegle krawedzie sg prostopadle.

Romboscian to réwnoleglodcian, ktérego
wszystkie Sciany sa rombami.

D B

Nietrudne sprawdzenie powyzszych réwnowaznosci pozostawiamy Czytelnikowi.
Prostopadlosciany i szesciany sa szczegdlnie przydatne, gdy chcemy obliczyé

\ jakas wielko$¢ dla odpowiednich czworo$cianéw. Ale nie tylko wtedy — dowolny

graniastostup prosty o podstawie réwnolegloboku ma pewng zalete, o ktérej sile
> przekonamy sie na ponizszym przykladzie.

Al

3. W czworoscianie ABC'D zachodzq réwnosci AC' = BD oraz AD = BC.
Udowodnié, Ze $rodek sfery wpisanej i Srodek sfery opisanej na tym czworo$cianie
lezg na prostej tgczqceej Srodki AB i CD.

Rozwigzanie. Wpiszmy czworo$cian ABC'D w réwnolegloscian AC'BD'A'/CB’D.
Z réwnosci AC = BD = A'C" oraz AD = BC = A’D’ wynika, ze Sciany

boczne tego réwnolegloécianu sa prostokatami, zatem rownolegtoscian ten jest
graniastoslupem prostym o podstawie réwnolegloboku (rys. 3). W takim razie
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Wskazéwka do 4. Odlegtosé miedzy
prostymi jest réwna odleglodci miedzy
dwiema ptaszczyznami, z ktérych kazda
zawiera jedng z tych prostych i jest
réwnolegta do drugiej.

Wskazéwka do 5. W dowolnym
réwnolegtoboku suma kwadratéw
wszystkich jego bokéw jest réwna sumie
kwadratéw przekatnych.

i Zadania
A

Rys. 1

Rys. 2
C
D
A E B
Rys. 3

prosta taczaca $rodki odcinkéw AB i C'D jest prostopadla do jego podstaw.
Zatem obrot wokél niej o 180° zachowuje zaréwno dany réwnolegloscian,

jak i czworoécian ABC'D. W takim razie érodki sfery wpisanej i opisanej musza
leze¢ na tej prostej.

Oczywiscie w wielu przypadkach mozna przeprowadzi¢ podobne rozumowanie,
nie rozpatrujac rownolegloscianu opisanego, jednakze operowanie nim pozwala
lepiej uporzadkowac¢ dane i wielokrotnie skraca czas mys$lenia nad zadaniem.

Zadania

4. (ZWARDON 2001) Dany jest czworo$cian foremny ABCD o krawedzi
dtugosci 1. Punkty P i Q sq¢ Srodkami odpowiednio krawedzi AB i CD. Obliczyé
odleglo$é miedzy prostymi AQ i C'P.

5. (OM 32-111-6) W czworoscianie o objetosci V' suma kwadratéw diugosci
krawedzi wynosi S. Wykazad, zZe
y < SVS.
72V/3

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 763. Dwa jednakowe ciezarki A i B polaczone sa nicia dlugosci [ (rys. 1).

W chwili poczatkowej ciezarek A lezy na stole o wysokosci [, ciezarek B wisi na
nici na wysokosci 21/3. Ciezarki zaczynaja sie poruszaé¢. Dotknawszy podlogi,
ciezarek B przykleja sie do niej, a w chwile pdzniej ciezarek A spada ze stotu.
Na jakiej wysokosci nad podloga bedzie sie znajdowal ciezarek A w chwili, gdy
ni¢ znowu stanie sie napieta?

Rozwiazanie na str. 17

F 764. Prostopadloscienna cegla o masie M ma walcowe wglebienie o promieniu
r =20 cm (rys. 2) i stoi Scisle przy pionowej Sciance. Z jakiej maksymalnej
wysokosci nad cegla, nad prawym brzegiem wglebienia, mozna upusci¢ kamyczek
o masie m = M /5, zeby nie wydostal sie on poza lezacy na drugim koncu
wglebienia punkt B? Tarcie zaniedbad.

Rozwiazanie na str. 17

Redaguje Waldemar POMPE

M 1276. Liczby rzeczywiste a oraz b spelniajg réwnosci
a®—3a> +5a=1 oraz b>—3b> +5b="5.
Wyznaczy¢ a + b.
Rozwiazanie na str. 24
M 1277. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym
IBAD = <xABC oraz BC =2AD.

Na boku AB tego czworokata wybrano taki punkt F, ze X ADE = < BCD.
Dowiesé, ze CD = DE.

Rozwiazanie na str. 17

M 1278. Dana jest taka liczba naturalna n, dla ktérej liczba n + 1 jest
podzielna przez 24. Wykazaé, ze suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n

jest podzielna przez 24.
Rozwiazanie na str. 3
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