Informatyczny kacik olimpijski (30): Pudelka

Match 251).

Zadanie jest ciekawe chociazby dlatego, ze nie wydaje
si¢ na pierwszy rzut oka trudne. Po dluzszym
zastanowieniu okazuje sie rzecz zgota odmienna:
ciezko wymysli¢ jakiekolwiek rozwiazanie o zlozonosci
wielomianowej wzgledem n.

Zacznijmy wiec od jakiegokolwiek poprawnego
rozwiazania. Bedziemy chcieli dla kazdego podzbioru
pudelek A obliczy¢ W(A) — maksymalna liczbe graméw,
ktoére mozna postawié¢ na szczycie jakiego$ stosu
zlozonego ze wszystkich pudelek z A tak, zeby zadne
pudelko z A nie ucierpialo. Zakladamy, ze W ()) = oo.
Dla niepustych A musimy wybra¢ pudetko a € A, ktore
bedzie najwyzej w stosie, takie ze z pozostalych da sie
ustawi¢ stos, ktéry sie nie zawali, gdy postawimy a na
wierzch. Daje to réwnoécé:

W(4) = max{min(W(A\ {a}) — maq, wa)}.

Jesli W(A) < 0, to niezaleznie od wyboru a,

W(A\ {a}) —m, <0,
a wiec w ogole nie da sie ustawié¢ stosu ze wszystkich
pudelek z A. W przeciwnym przypadku mamy zadany
wynik. W ten sposéb mozemy obliczy¢ wartosci W (A)
dla wszystkich A bedacych podzbiorami naszego zbioru
pudelek, a nastepnie znalezé zbior A o najwiekszej
mocy, taki ze W(A) > 0, co daje nam koncowy wynik.
Takie rozwiazanie ma zlozonosé czasowa O(2" - n)
i zuzywa O(2™) pamieci.

Jak poprawi¢ zlozono$¢? Prawdopodobnie kazdy
rozwiazujacy to zadanie wpadl wczesniej czy pézZniej
na pomyst, ze oplaca si¢ stawia¢ wytrzymalte pudetka
na dole, a te kruche — u géry. Albo, ze lepiej jest
ciezkie pudetka ustawi¢ w poblizu dotu stosu, a lekkie
wyzej. Zadne z tych zdan nie jest do kohca prawda,
mozna znalezé kontrprzyktady. Jesli jednak te zdania
polaczymy w jedno, niewatpliwie otrzymujemy
zdanie prawdziwe: majac pudelka a i b, ktére chcemy
wykorzysta¢ w stosie, takie ze mq, > myp 1 wy > wp,
pudelko a na pewno lepiej polozy¢ nizej w stosie niz b.
Co jednak z przypadkami, gdy jedno z pudetek jest
zaréwno lzejsze, jak i bardziej wytrzymale?

Wezmy jakis zbudowany juz stos i pewne dwa sasiednie
pudelka z tego stosu, i oraz j. Niech ¢ bedzie nizej
w stosie. Zastanawiamy si¢, kiedy nie mozna ich
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Przyjrzyjmy si¢ zadaniu, ktére pojawiato si¢ juz na wielu konkursach w réznych
odmianach, sprowadzajacych si¢ jednak zwykle do tego samego spostrzezenia.
Pierwsza, o ktérej mi wiadomo, byla wersja zatytulowana Stacking Boxes, ktéra
rozwiazywali uczestnicy zawodéw TopCoder w sierpniu 2005 (Single Round

Mamy zbiér n pudetek tej samej wielkosci, z ktorych kazde jest wykonane

z innego materiatu. Dla kazdego z nich znamy jego mase w gramach m; oraz
tzw. wytrzymalosé w;. Ta ostatnia to maksymalna liczba gramoéw, ktére mozna
postawi¢ na gorze tego pudelka, aby sie nie zniszczylo. Chcemy ulozyé z pudelek
jak najwyzszy stos, tzn. taka konstrukcje, ze pudetka stoja jedno na drugim,
zadne z nich nie zostaje zgniecione i jest ich jak najwiecej.

zamieni¢ miejscami. Dla wszystkich pozostatych pudelek
nie ma znaczenia, czy wyzej jest i, czy j. Niech M oznacza
mase wszystkich pudetek ponad j. Skoro i moze by¢
nizej, a j nie, to: w; > m; + M oraz w; < m; + M, czyli

w; +m; = mj + M +m; > w; +my.
Nazwijmy warto$¢ w; + m; wspolczynnikiem pudetka .
Stad: sasiednich pudetek nie mozemy zamieni¢ tylko
wtedy, gdy to wyzsze ma nizszy wspoltczynnik. Jest to
kluczowe spostrzezenie.

WezZmy bowiem najwyzszy mozliwy do zbudowania stos.
Jedli gdziekolwiek wystepuja dwa sasiednie pudetka, takie
ze wyzsze z nich ma wiekszy wspotezynnik, to zamieniamy
je miejscami. Takimi zamianami doprowadzamy do stanu,
w ktorym stos jest posortowany wedlug wspélczynnikow
(duze wspolcezynniki na dole stosu), sklada sie z tych
samych pudelek (a wiec nadal jest najwyzszy) i dalej

sie nie zawala. Udowodnilismy, ze istnieje optymalne
rozwigzanie, w ktérym pudeltka sa posortowane wedlug
wspOtczynnikéw.

Jak teraz rozwiazac¢ cale zadanie? Posortujmy nasz

zbiér pudelek niemalejaco wedlug wspdlezynnikdw.
Udowodnili$my, ze pewien najwyzszy stos jest podciagiem
tak otrzymanego ciagu pudelek. Chcemy zatem znalezé
najdtuzszy podciag, ktory jest dobrym stosem. Niech
t(i,d) oznacza mase najlzejszego dobrego podciagu, ktory
zawiera sie w ¢ pierwszych elementach ciagu i ma dtugosé d
(przyjmujemy (i, d) = oo, jedli takiego podciagu nie ma).
W takim razie ¢(0,0) = 0, ¢(0,d) = oo dla d > 0 oraz

t(i—1,d) jesli w; < t(i —1,d — 1),
t(i,d) = ¢ min(t(i —1,d — 1) +m;, t(z — 1,d))
jesli w; > t(i —1,d — 1)
dla i > 0.

Rozwiazaniem zadania jest najwieksze d, takie ze
t(n,d) < co. Zlozonoéé czasowa takiego rozwiazania

to O(n?) przy takim samym zuzyciu pamieci. Koszt
pamieciowy mozna jeszcze zredukowaé do O(n), jesli
zauwazymy, ze wzor na t(i, d) korzysta tylko z wartosci
t(i —1,-), a na koniec potrzebujemy tylko wartosci
t(n,-), tak wigc wystarczy zawsze pamigtaé dwie
ostatnio obliczone ,kolumny” tablicy ¢(-,-).
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