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Rys. 1. Utamki jako punkty i wektory,
poréwnywanie utamkéw.

*Instytut Informatyki UW

Ciggi Fareya
Jakub PAWLEWICZ"

Jak szybko wypisaé¢ wszystkie ulamki z przedziatu [0, 1] o mianownikach
nieprzekraczajacych 8, posortowane rosnaco? Bedzie to tak zwany cigg Fareya
rzedu 8. Nastepujaca technika dziala zaskakujaco dobrze. Zaczynamy od listy

01
sktadajacej sie z dwoch utamkéow: T Nastepnie miedzy kazde kolejne dwa

ulamki wstawiamy utamek o liczniku bedacym suma ich licznikéw i mianowniku
bedacym suma mianownikow. Powtarzamy to tak diugo, az nie bedziemy mogli
wstawi¢ juz zadnego ulamka o odpowiednio malym mianowniku. I tak, miedzy
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56 7
jeszcze 573 Miedzy pozostate utamki juz nic nie wstawimy, bo suma

mianownikéw jest wigksza niz 8. Ostatecznie otrzymujemy liste:
01111121323143525345671

187654738572 75837456781
Sa to wszystkie szukane utamki. Pozostaje wykazac, dlaczego ta metoda jest
poprawna.

W numerze 6/2008 Delty pojawil sie artykul wyjasniajacy te i inne wlasnosci
ciagdéw Fareya za pomoca okregéw Forda, odwolujacy sie do wlasnosci inwersji
wzgledem okregu. W tym artykule prezentujemy inna ciekawa interpretacje
geometryczng utamkéw Fareya, ktora pozwala w prosty sposéb uzasadni¢
przedstawiona metode ich generowania.

Kazdy utamek Yy (z,y > 0) bedziemy utozsamiali z punktem (z,y) lub
x

z wektorem o poczatku w punkcie (0,0) i konicu w («,y). Taka reprezentacja
ma t¢ milg wlasnosé, ze poréwnywanie utamkéw mozna wykonywaé przez
sprawdzanie nachylenia odpowiadajacych im wektoréw wzgledem osi X

0
(rysunek 1). Wektorowi (1, 0) bedziemy przyporzadkowywaé utamek T

1
a wektorowi (0,1) utamek 0’ ktéry odpowiada nieskonczonosci.

1



Moéwimy, ze punkt (z,y) € Z? jest punktem prymitywnym, jezeli NWD(x,y) = 1.
Punkty prymitywne sa tez nazywane punktami widocznymi ze $rodka ukladu
wspOlrzednych. Bierze si¢ to stad, ze jezeli punkt (x,y) jest prymitywny, to

na odcinku laczacym punkty (0,0) i (x,y) nie znajduje si¢ zaden inny punkt

o wspélrzednych catkowitych. Ulamkom nieskracalnym odpowiadaja punkty

prymitywne.

4;{ %« Geometryczna interpretacja generowania ciggu Fareya rzedu n jest nastepujaca.
Na poczatku rysujemy wektory (1,0) i (1,1). Nastepnie miedzy dwa kolejne
wektory wstawiamy wektor bedacy ich suma. Powtarzamy to dopdty, dopoki
mozemy wstawi¢ wektor o wspélrzednej = nieprzekraczajacej n. W ten
sposéb jestesmy w stanie znalezé wszystkie punkty prymitywne w tréjkacie

jﬁk‘ Z\/} ograniczonym osig X, prosta y = x i prosta r = n.

Y
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Rys. 2. Ciag Fareya rzedu 5 w ujeciu geometrycznym; wstawienie utamka £ pomiedzy % i %

Dlaczego to dziala? Aby udowodnié¢ poprawno$¢ tej metody, wprowadzimy kilka
nowych poje¢. W ponizszych definicjach zaktadamy, ze wektory ¢ i ¥ maja
wspoOlrzedne nieujemne i nie sa réwnolegle.

Kratg rozpieta na wektorach @ i ¥ nazywamy zbior
L(u,v) = {ai + bV | a,b € Z}.
Wektory 4 i ¥ nazywamy baza kraty.
Y

e

Rys. 3. Krata L(, ¥).

Krate L(u, ¥) nazywamy pelng, jezeli zawiera wszystkie
punkty kratowe (tzn. punkty o obu wspdlrzednych
calkowitych):

L(i,7) = 7.

Cwierékratq rozpieta na wektorach 4 i ¥ nazywamy zbiér
LT (i@,7) = {ati + b7 | a,b € Z1}.

S

Rys. 4. Cwierékrata LT (@, 7).

Cwierckrate LT (i, 7)) nazywamy pelng, jezeli skiada

sie ze wszystkich punktéw kratowych zawartych

w ¢wieréplaszezyznie wyznaczonej przez wektory 4 i v
LY (@, 7) = {ail + b7 |a,b € RT} N Z2

Sprawdzanie pelnosci ¢wierckraty sprowadza si¢ do sprawdzania pelnosci kraty.
Wynika to z dosy¢ oczywistego faktu.

Fakt 1. Krata L(t,0) jest petna wtedy i tylko wtedy, gdy éwierékrata L™ (i, ¥)

jest pelna.

Dowdd. Zalézmy, ze krata L(w, V) jest pelna. Wezmy dowolny punkt kratowy
(z,y) nalezacy do ¢wieréplaszezyzny wyznaczonej przez wektory @ i ¢

(z,y) = ati + bT, przy czym a,b € RT. Poniewaz (z,y) jest punktem kratowym,
wiec z tego, ze krata L(i, V) jest pelna, wynika, ze a i b sa calkowite. Stad

a,b €7, azatem (z,y) € L (i, 7).
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E Zalézmy teraz, ze ¢wierckrata LT (i, ¥) jest pelna. Wezmy dowolny punkt

o wspolrzednych catkowitych (z,y). Mamy jednoznacznie wyznaczone a,b € R,
takie ze (z,y) = at + bU (dlaczego?). Niech n bedzie taka liczba calkowita, ze
a+n>0ib+n>0 Wtedy punkt (2/,y") = (z,y) + nt + nv jest punktem
kratowym znajdujacym sie wewnatrz ¢wiercékraty rozpietej na wektorach o i v,
a poniewaz L7 (i, 7) jest ¢wierékrata petna, wigc istnieja a’, b’ € Z™, takie ze
(2',y') = a’i+ b'v. Wynika stad, ze a = o’ —n i b =1V —n sa calkowite, wiec
(x,y) € L(u,v). O

Ta sama krata moze by¢ opisana przez rézne pary wektoréw « i v. W szczegolnosci,

krata pelna moze mie¢ rézne bazy. Przykladowa krata pelna jest L((1,0), (0,1)).
Ponizszy fakt pozwoli nam na tworzenie innych baz kraty pelnej.

Fakt 2. Jezeli L(u, ) jest kratq pelng, to L(u, @+ ¥) i L(d + ¥, ¥) réwniez sq
kratami pelnymi.

Dowdd. Jezeli (z,y) = ati + bV i a,b € Z, to (x,y) = (a — b)u + b(# + ¥), skad
wynika, ze L(u, 4 + ¥) jest krata pelna. Podobnie pokazujemy, ze L(u + U, 7) jest
krata pelna. OJ

Poczynimy jeszcze jedno proste spostrzezenie.

Fakt 3. Jezeli L(u,7) jest kratg pelng, to @ + U jest punktem prymitywnym.

Dowdd. Na polprostej wychodzacej z punktu (0,0) w kierunku @ + ¥ najblizszym

punktem kratowym jest @ + ¥, co wynika z pelnosci L(w, v). O

Teraz mozemy szybko udowodnié¢ poprawno$é¢ metody generowania listy
utamkéw. Otéz jest ona réwnowazna generowaniu wszystkich punktow
prymitywnych. Startujemy od listy zlozonej z dwédch wektoréw (1,0)

i (1,1). Nastepnie wstawiamy miedzy dwa wektory ich sume tak dlugo, jak
wspoélrzedna x nie przekracza n. W dowolnym momencie lista wektoréw jest
posortowana wedlug nachylenia. Niezmiennik jest nastepujacy. Po pierwsze,
wektory z listy sa punktami prymitywnymi. Po drugie, kazde kolejne dwa
wektory sa baza pelnej ¢wierckraty. Na podstawie faktow 1, 2 i 3, wstawienie
miedzy dwa wektory ich sumy zachowuje niezmiennik. Wynika stad, ze w ten
spos6b wszystkie wektory reprezentuja utamki nieskracalne. Co wiecej, kazdy
utamek zostanie wygenerowany.

Wyjasnijmy to drugie spostrzezenie. Zatézmy przeciwnie, ze jaki$ punkt
prymitywny (x,y), x < n (czyli utamek ) nie zostal wygenerowany. Wtedy
punkt ten nalezy do jakiej$ ¢wierckraty rozpietej na pewnych dwéch kolejnych
wektorach z listy. Poniewaz jest to juz koncowa lista, wigc wspdlrzedna x
sumy tych wektoréow jest wicksza od n, co oznacza, ze wszystkie punkty
kratowe w danej ¢wierckracie maja wspolrzedng x wieksza od n, a to

stanowi sprzecznosc.

@

Rozwigzanie zadania M 1278.

Poniewaz liczba n daje z dzielenia przez 4 reszte 3, wiec liczba n nie moze by¢ kwadratem
liczby catkowitej. Wobec tego wszystkie dzielniki liczby n mozna potaczy¢ w roztaczne pary
(d,n/d). Wystarczy zatem wykazaé, ze dla kazdego dzielnika d liczby n suma d + n/d jest
podzielna przez 24.

Poniewaz liczby d i 24 sg wzglednie pierwsze, wiec wystarczy udowodnié, ze
24| d(d +n/d) = d* + n.

Liczba n + 1 jest podzielna przez 24, wiec dowodzona podzielnosé sprowadza sie¢ do
wykazania, ze

241d? —1=(d—1)(d+1).
Poniewaz liczby d i 24 sa wzglednie pierwsze, wiec liczba d jest nieparzysta i niepodzielna
przez 3. Stad 8| (d — 1)(d + 1) (obie liczby d — 1 oraz d + 1 sa parzyste i jedna z nich dzieli
si¢ przez 4) oraz 3| (d — 1)(d + 1) (jedna z liczb d — 1 lub d + 1 jest podzielna przez 3). Stad
ostatecznie 24 | (d — 1)(d + 1).
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