Zobaczy¢ chaos: potega intelektu (nie moc obliczeniowa)

Przypomnijmy definicje trzech
przeksztalcen odcinka [0, 1] w niego
samego, ktérymi zajmowaliSmy sie
w pierwszej czesci artykutu (Delta
1/2010).

Wartos$é przesuniecia Bernoulliego

liczby z € [0, 1] obliczamy, usuwajac
z rozwinigcia dwdjkowego tej liczby

pierwsza cyfre po przecinku:

B((0,a1azazaq ...)2) = (0,azazaq ...)2.

Przeksztalcenie piloksztaltne P
definiujemy nastepujaco: na odcinku

[0, 1) jest ono zadane wzorem P(z) = 2z,
natomiast na odcinku [%, 1] przyjmujemy
P(z) = 2z — 1. Wykres przeksztalcenia P
sktada si¢ z dwéch réownoleglych
odcinkéw.

Przeksztalcenie namiotowe T
zadajemy wzorem T'(z) =1 — |1 — 2z|.
Na odcinkach [0, 3] i [£, 1] jest ono
liniowe — najpierw rosnace, a pézniej
malejace, wigc wykres przypomina
namiot.

Podzbiér odcinka [0, 1] jest otwarty,
jesli jest suma przedzialéw otwartych
(czyli odcinkéw bez konicéw), byé moze
nieskonczenie wielu, oraz ewentualnie
przedzialéw [0, z) i (y, 1] dla pewnych
z,y € (0,1).

Dobrym przyktadem zbioru gestego
jest zbidr liczb wymiernych zawartych
w odcinku [0, 1].

Otoczenie punktu z to zbiér zawierajacy
pewien zbiér otwarty, do ktérego

nalezy x. Mozna powiedzieé, ze to zbiér,
ktéry zawiera x, ale nie na brzegu.
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W poprzedniej czesci artykutu (Delta 1/2010) oméwilismy dziatanie dwéch
réznych przeksztalcen P, T : [0, 1] — [0, 1]. Uzywajac dwdjkowego systemu
obliczen (tu tez bedziemy z niego korzystac), wskazaliSmy podobienstwa
miedzy nimi. Wykazemy teraz, ze przeksztalcenia te generuja chaotyczne
przemieszczanie si¢ punktéw w odcinku (0, 1).

Chaotycznie — to znaczy jak?

Przygladanie si¢ zjawiskom, w ktérych nie udaje si¢ dostrzec jakiejs dominujace;j
regularnosci, przewidywalnosci, sktania nas do méwienia o nich, ze sg chaotyczne.
Z punktu widzenia matematyki potrzebna jest precyzyjna definicja zjawisk
chaotycznych — na przyktad lista wlasnosci, ktére musza one spelniaé. Jednak
dotychczas nie wypracowano jednego pogladu w tej sprawie (zob. [1]). Jedni
wieksza wage przypisuja wlasnosciom lokalnym, a inni poszukuja charakteryzacji
globalnych. Pokazuje to, jak trudny i nieuchwytny jest to problem.

Do$é rozpowszechniona jest propozycja Roberta L. Devaneya (z 1986 r.), by za
chaotyczne uznawadé takie zjawiska, ktore:

e sa tranzytywne (czyli maja tzw. wlasnosé rozprzestrzeniania),
e maja gesty zbiér punktéw okresowych,
e sa wrazliwe na zmiane warunkéw poczatkowych.

Zdefiniujemy te pojecia dla przeksztalcenia S : [0,1] — [0, 1].

Wilasnosé tranzytywnodci (rozprzestrzeniania) oznacza, ze dla dowolnej pary
niepustych zbioréw otwartych A, B C [0, 1] istnieje taka liczba naturalna n, ze

S"(A)N B £ 0.

Warunek ten oznacza, ze trajektorie, czyli ciagi kolejnych obrazéw danego
punktu, rozpoczynajace si¢ w jakimkolwiek zbiorze otwartym A, sa ,rozsytane”
na caly zbiér [0, 1] — do kazdego zbioru otwartego B C [0, 1] trafi jakas
trajektoria zapoczatkowana w zbiorze A.

Gesto$é punktow okresowych odwzorowania S oznacza, ze w dziedzinie [0, 1] punkty
okresowe tworza zbidr gesty, czyli kazdy punkt « € [0, 1] jest granica pewnego ciagu
punktéw okresowych. Przypomnijmy, ze punkt x € [0, 1] nazywamy okresowym
wzgledem przeksztalcenia S, gdy istnieje taka liczba naturalna k > 1, ze S¥(x) = .
Najmniejsza liczbe k o tej wlasnosci nazywamy okresem podstawowym punktu x.
Orbity punktéow okresowych sa zbiorami skonczonymi.

Wilasno$é wrazliwo$ci odwzorowania S oznacza, ze istnieje taka stala § > 0, ze
dla kazdego x € [0,1] i kazdego otoczenia O punktu z istnieje punkt y € O oraz
istnieje taka liczba naturalna n, ze

15" (x) = S"(y)| > 6
(stata & bywa nazywana stalq wrazliwosci przeksztalcenia S).

Innymi stowy, w kazdym otwartym podzbiorze zbioru [0, 1] istnieja dowolnie
bliskie punkty = i y, ktorych trajektorie po pewnym czasie znacznie si¢ od siebie
oddalaja (by¢ moze tylko na chwile). Przyszlosé trajektorii przeksztalcenia
wrazliwego zalezy mocno od jej stanu poczatkowego. Wystarczy drobne
zaburzenie, a historia (trajektoria) potoczy sie zupelnie inaczej. . .

Podkreslmy, ze wlasnosci charakteryzujace chaos w sensie Devaneya nie sa do
konca niezalezne. W wyniku przeprowadzonych badan wiemy, ze w pewnych
sytuacjach, np. w przypadku jednowymiarowym, tranzytywnos¢ implikuje dwie
pozostale wlasnosci, a w do$é¢ ogélnym przypadku (dla przeksztalcen ciagltych
na przestrzeniach metrycznych) tranzytywno$é wraz z istnieniem gestego zbioru
punktéw okresowych gwarantuje wrazliwo$é na warunki poczatkowe (zostalo to
odkryte w 1992 1.).

Z ,reklamowego” punktu widzenia fakt ten jest klopotliwy: wrazliwo$é na
warunki poczatkowe — najbardziej intuicyjna i najbardziej pogladowa wlasnosé
— nie jest istotng charakteryzacja chaosu!
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Napis 0,abc oznacza utamek o okresie abc.

Najwazniejsza jest tranzytywnos$¢ — gwarancja, ze z kazdego otwartego podzbioru,
idac wzdluz trajektorii jego punktow, mozna si¢ dosta¢ dowolnie blisko kazdego
punktu z calego zbioru.

Ponadto, poniewaz pierwsze dwie wlasnodci (tranzytywnos$é, gestosé punktéw
okresowych) maja charakter topologiczny, a wrazliwos¢ na warunki poczatkowe
ma charakter metryczny, wiec

chaos jest wlasno$cig topologiczna.

Przeksztalcenia P oraz T sg chaotyczne.

Wykazemy teraz (bezposrednimi rachunkami, bez uzycia komputeréw!), ze
przeksztalcenia P oraz T spelniaja kazdy z wymienionych warunkéw: maja
wlasnoéé¢ tranzytywnosci, geste zbiory punktéw okresowych i sa wrazliwe na
warunki poczatkowe. Pokazemy w ten sposéb, ze ruch punktéw na odcinku [0, 1],
generowany przez te przeksztalcenia, jest chaotyczny w sensie Devaneya.

W ponizszych uzasadnieniach wielokrotnie bedziemy korzystaé z nastepujacej
obserwacji:

() jesli liczby x, y naleza do odcinka jednostkowego i ich rozwinigcia binarne
x = (0,x122...)2, y = (0,192 . ..)2 maja pierwsze k cyfr takie same, tzn.
v =y dlai=1,2,...,k, to wtedy |z —y| < 27F.

Tranzytywnosé

(P) Wezmy dwa dowolne przedzialy otwarte A, B C [0, 1]. Wybierzmy b € B

o reprezentacji binarnej b = (0,b1bab3by . . .)2. Wybierzmy teraz liczbe wymierna
a € A o skoficzonej reprezentacji binarnej a = (0,a1az2as ... ap)2 1 taka, by liczba
postaci

z = (0,&1&20,3 ‘e apOO ‘e Ob162b3b4 . .)2

nalezala do zbioru A — miedzy a, i by wstawiamy tyle zer, by z obserwacji ()
mozna byto wnioskowadé, ze z € A.

Pamietajac, ze przeksztalcenie pitoksztattne w zapisie binarnym jest identyczne
z przesunieciem Bernoulliego, zauwazamy, ze P™(z) = b dla dostatecznie duzej
liczby naturalnej m (czyli po obcieciu wszystkich cyfr rozwiniecia przed by).
Przeksztalcenie P jest wiec tranzytywne.

(T') Dla przedzialéw otwartych I, J C [0, 1] mozemy znalezé odpowiednio duza
liczbe naturalna n oraz ciagi a1, as,...,a, oraz by, b, ..., b,, gdzie a;,b; € {0,1},
takie ze wszystkie liczby o reprezentacji binarnej rozpoczynajacej sie od
(0,a1a2a3 . . . ay, .. .)2 naleza do przedziatu I, a liczby o reprezentacji binarnej
zaczynajacej si¢ od (0,b1babs ... by, .. .)2 naleza do przedzialu J. Mozliwo$¢ takiego
wyboru jest konsekwencja faktu, ze rozwiniecia binarne liczb, ktore sa identyczne
na n pierwszych pozycjach, a potem sa dowolne, wypelniaja przedzial postaci
[q-27",(¢+1)-27"] dlapewnego 0 < g < 2". Dlugosé tego przedzialu wynosi 1/2".
Wéwezas, jesli a,, = 0, to bierzemy zg = (0,a1a2...a,—10b1by...by,)2 € I. Wtedy
Zn = Tn(Zo) = T(Pnil(ZO)) = (O,blbg Ce bn)g e J
Jesli a, = 1, to bierzemy zp = (0,a1a5 . .. an_1 16505 ... b%)y € I. Wtedy
Zn = Tn(Z()) = T(Pn_l(Z())) = (O,blbg R bn)2 e J
T jest wiec przeksztalceniem tranzytywnym.
Gestosé zbioru punktow okresowych
(P) Jezeli z = (0,arazas . . .)2, to wybieramy a = (0,araz - --ar)2 dla pewnego k.
Zauwazmy, ze
P(a) = (0,a20a3 . ..axa1G3 - - - Gk )2,
P%*(a) = (0,a3 ... aparaz .- Gx)2,
P*=Y(a) = (0,apa1az - ax)2,
P*(a) = (0,a1a2 - ag)2 = a.
Liczba a jest wiec punktem okresowym przeksztatcenia P. Poniewaz liczby 2z i a
réznig sie o nie wiecej niz 27%, wiec z mozna dowolnie dobrze przyblizaé
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Rozwigzanie zadania M 1274.
Przypusémy, ze istnieje kolorowanie
niespelniajace tezy zadania. Niech

O oznacza $rodek kola oraz niech
ABCDEF bedzie szeSciokatem foremnym
o boku 1 wpisanym w dane koto.

C —"™3B

E F

Przyjmijmy, ze punkt O jest zielony.
Wéwcezas punkt A jest niebieski, a wigc
B musi by¢ czerwony, C
D — czerwony, E — niebieski,

F — czerwony. Rozpatrzmy tuk £

o $rodku A i promieniu AC lezacy
wewnatrz danego kota. Poniewaz dlugosé

niebieski,

odcinka C'E jest wigksza niz 1, wiec
na tuku ¢ musi istnie¢ punkt P, ktéry
nie jest niebieski.

Niech AXPY bedzie obrazem rombu
ABCO przy takim obrocie o $§rodku A,
ktéry przeprowadza punkt C na punkt P.
Poniewaz punkty A i P sa réznych
koloréw, wigc punkty X i Y musza

by¢ tego samego koloru. Otrzymali$my
sprzecznosé, gdyz dtugo$é odcinka XY
wynosi 1.

punktami okresowymi przeksztalcenia P, czyli zbiér punktéw okresowych P jest
zbiorem gestym w przedziale [0, 1].

(T') Pokazemy najpierw, ze punkty k-okresowe przeksztalcenia P wyznaczaja
punkty k-okresowe przeksztalcenia 7. Niech w € (0,1) bedzie punktem
okresowym przeksztalcenia P o okresie k, tj. w = P*(w). Wtedy punkt
z =T (w) jest k-okresowym punktem przeksztalcenia T

T*(2) = THT(w)) = T* ! (w) = T(P*(w)) = T(w) = 2.
Aby wykazaé gestos¢ zbioru punktéw okresowych dla T', pokazemy, ze mozemy
znalez¢ punkty okresowe, ktérych rozwiniecia binarne zaczynaja sie od dowolnej
sekwencji ay, ag, ..., an, gdzie a; € {0,1}. Punkt w = (0,0a1as . ..a,)2 < 1/2 jest
punktem okresowym dla P o okresie n + 1, zatem z = T'(w) = (0,a1as . . . a,0)2
jest punktem okresowym dla T o okresie n + 1.

Wrazliwosé na warunki poczgtkowe

(P) Wezmy liczby z,y € [0, 1], ktérych rozwiniecia binarne

y=0y192y3-..)2

réznia sie tylko na jednej pozycji k (dostatecznie dalekiej), np. 2 =01y, = 1.
Wéwezas na mocy obserwacji () zachodzi |z — y| < 1/28~1. Ponadto

_ _ 1
PF1(w) = P )l = 5,

x = (0,x122x3 .. .)2,

bo P¥=1(y) = P*=1(z) + 1/2. Przeksztalcenie P jest wiec wrazliwe na warunki
poczatkowe (stala wrazliwosci 6 = 1/2).
(T') Ustalmy n i wezmy reprezentacje binarne liczb rézniace sie jedynie na
pozycji n + 1:

woy = (0,@1&2 e Ap0p410p4-2 - - .)2,
Wtedy

X
2o = (0,a1a2 ... anay  1anyo .. .)2.

1
Ny (T (wo) = T"(20)| = 5.
Ostatnia réwno$¢ wynika z nastepujacych obserwacji. Jesli a,, = 0, to

Wy = T"(wo) = T(Pnil(wO)) = T((O,Oan+1an+2 . )2) = (O,an+1an+2 . .)2,
zn = T"(20) = T(P" '(20)) = T((0,0a} 1 ani2...)2) = (0,05 Qnta - . )2
Gdy an+1 =0, to w, <1/21 2z, = wy, +1/2. Gdy apy1 =1, to z, < 1/2
fwy, =2, +1/2.

|wo — zo| < oraz

Jesli a, = 1, to mamy sytuacje analogiczna:
Wy = T"(wo) = T(Pn_l(’wo)) = T((O,lan+1an+2 .. )2) = (O,az+1a;+2 .. .)2,

Zn = Tn<Z()) = T(Pn_l(ZO)) = T((O,laZJrlanJrg .. )2) = (O,an+1az+2 .. .)2.
Przeksztatcenie T' jest wigc wrazliwe na warunki poczatkowe ze stala
wrazliwosci § = 1/2.

Epilog

ZobaczyliSmy, ze przeksztalcenie piloksztaltne oraz przeksztalcenie namiotowe
przemieszczaja punkty w przedziale (0,1) w sposéb chaotyczny wedlug
definicji Devaneya. Okazuje sie, ze taka kombinacja ,rozciagania i sktadania
(naktadania)” prowadzi do ruchu chaotycznego dla ogélnych nieliniowych
odwzorowan odcinka [0, 1] w siebie.

W szczegdlnodci fakt, ze przeksztalcenie T' prowadzi do chaosu w zbiorze
(0,1), pozwala wykazaé, ze to samo robi dla ¢ = 4 tzw. funkcja logistyczna
fe(z) = cx(l — x), gdzie z € [0,1], ¢ € [0,4] (jej wersja dyskretna:

Yn+1 = cyn(l —yn), n=0,1,2,..., zalezna jest od wyboru yp i ¢). Na funkcje
kwadratowe f. zwrécil uwage P. R. Verhulst w 1838 r. Pojawiaja sie one

np. w analizach demograficznych opisujacych wzrost liczbowy populacji oraz
w matematyce finansowe;j.

Rownowazno$é iteracji przeksztalcenia namiotowego T i przeksztalcenia
kwadratowego 42 (1 — x) na odcinku [0, 1] dana jest za pomoca nieliniowej zamiany
wspolrzednych

T

h:[0,1] —[0,1], h(z) =sin? (7>
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w tym sensie, ze wyznaczenie orbity punktu x wzgledem przeksztalcenia T jest
identyczne z wyznaczeniem orbity punktu y = h(z) wzgledem funkeji f:

fi(h(z)) = M(T"(z)), n=12,...,
dla wszystkich z € [0, 1] (szczegdly zobaczyé mozna w [2, 3]). Zadziwiajace jest,
ze dla 0 < ¢ < 4 funkcje kwadratowe f. okazuja sie bardzo oporne na proby ich
szczegolowego badania.

Zjawiska chaotyczne zdaja sie by¢ nieodtacznym elementem otaczajacej nas
rzeczywistosci i naszej kultury. Odkrywanie ich, zrozumienie ich istoty, to wazne
i fascynujace wyzwanie. Chaos intryguje ludzi od Starozytnoéci. Poeta Hezjod
juz w VII wieku p.n.e. glosit w Theogonii, ze ,na poczatku powstal Chaos (...)
w Chaosie znajduja sie zrédla i krance wszystkich rzeczy...”.

W tym miejscu warto zajrzeé¢ do deltoidu
w tym numerze i numerze 7/2009.

Drzewo rozpinajace grafu G to drzewo,
ktérego wierzchotki to wszystkie
wierzcholki G, a krawedzie s wybrane
spoéréd krawedzi G. Poniewaz musi
zawieraé¢ wszystkie wierzchotki G, to
mozna powiedzieé, ze jest to najwicksze
drzewo, ktére miesci sie¢ w grafie G.

Na rysunku 1 krawedzie przyktadowego
drzewa rozpinajacego grafu sa kolorowe.

Rys. 1

*student, Wydzial Matematyki,
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O pewnym zadaniu, czyli
jak dzialty matematyki przenikaja sie
Michat PILIPCZUK *

Podczas drugiego etapu LIX Olimpiady Matematycznej uczestnicy zmierzyli sie
z nastepujacym zadaniem:

W kazdym polu kwadratowej tablicy o rozmiarach n X n napisana jest liczba
caltkowita. Mozemy wielokrotnie wykonywac nastepujgocg operacje: wybieramy
dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisang wen liczbe o liczbe pol sqsiednich
(majacych wspdlny bok z wybranym polem), kazdq zas z liczb wpisanych w pola
sqgsiednie zwiekszamy o 1. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 rozstrzygnad, czy

z dowolnej poczgtkowej tabeli, w ktorej suma wszystkich n? liczb jest réwna zeru,
mozna otrzymacd tabele skladajgcq sie z samych zer.

Przekladajac tresé na jezyk intuicji, mamy do dyspozycji kwadratowa tablice
liczb catkowitych, ktérych suma jest zerowa, a w jednym ruchu mozna naraz
wpoprzesuwaé jedynki” z pewnego pola na kazde z pdl sasiednich. Zadanie
sprowadza sie zatem do stwierdzenia, czy za pomoca takich operacji mozna
zawsze dojs¢ do tablicy catkowicie wyzerowane;j.

Wersje zaprezentowana zawodnikom mozna rozwiazac, uzywajac prostych metod
niezmiennikowych. Czytelnik jednak z pewnosciag zauwazy, ze t¢ gre mozna na
wiele sposobéw uogdlniac.

Naturalnym sposobem uogélnienia jest rozwazenie dowolnego grafu
nieskierowanego zamiast tablicy, na ktérej rozpatrywaliSmy relacje sasiedztwa
pol wzdhuz wspdélnych bokéw. Mamy zatem graf, w ktérego wierzchotkach
zostaly umieszczone liczby catkowite tak, by ich suma byta zerowa — taki sposéb
rozmieszczenia bedziemy nazywaé stanem. W jednym ruchu mozemy poprzesuwac
po jedynce z ustalonego wierzchotka do wszystkich wierzchotkéw sasiednich.
FLatwo sprawdzi¢, ze wykonanie takiej operacji we wszystkich wierzchotkach oprécz
jednego jest dokladnie operacja odwrotna do opisanej, zastosowana na ominietym
wierzchotku. Powiemy, ze dwa stany sie komunikuja, jesli za pomoca tych operacji
mozna przejsé z jednego do drugiego. Wowczas zbior stanéw rozpada sie na pewna
liczbe klas parami komunikujacych sie stanéw.

Tu dochodzimy do kolejnego, naturalnego pytania: ile jest takich klas? Czy
zawsze jest ich skonczenie wiele? Dla grafu niesp6jnego na pewno nie —
tam niezmiennikiem jest suma liczb w kazdej spdjnej skladowej, a istnieje
nieskonczenie wiele réznych sposobéw okreslenia tych sum tak, zeby liczby
z calego grafu sumowaly si¢ do zera.

A jak to jest dla graféw spojnych? Otéz okazuje sie, ze w przypadku graféw
spojnych klas bedzie zawsze skonczenie wiele i dodatkowo dokladnie tyle, ile. ..
drzew rozpinajacych grafu!
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