Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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9 stycznia 2010 roku odbytly sie zawody drugiego stopnia V Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistow. W ciagu trzech godzin uczniowie rozwiazywali
pie¢ zadan. Szkice rozwiazan wszystkich zadan z zawodéow OMG mozna znalezé
pod adresem www.omg.edu.pl

Zadania z geometrii przestrzennej zawsze sprawiaty uczestnikom trudnodci.
W tym roku na drugim etapie OMG liczba poprawnych rozwiazan zadania
»przestrzennego” byla nizsza niz liczba rozwiazan kazdego innego zadania.

Oto sformutowanie tego zadania:

(1) Czy istnieje taki ostrostup czworokgtny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadta do ktorejs krawedzi podstawy? OdpowiedZ uzasadnij.
Uwaga: w przestrzeni proste prostopadle nie muszq sie przecinac.

Podobne zadanie bylo na finale IT OMG:

(2) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda Sciana boczna jest
trajkgtem prostokgtnym? Odpowied? uzasadnij.

W obu zadaniach pytamy o istnienie ostrostupa czworokatnego, w ktorym
pewne krawedzie sa prostopadle. W zadaniu (2) chodzi o prostopadlo$é¢ krawedzi
sasiednich, a w zadaniu (1) sasiednich badz niesasiednich.

W pierwszym przypadku proste zawierajace te krawedzie przecinaja sie,
w drugim nie musza (na co dodatkowo zwrécono uwage w tresci zadania).
W obu zadaniach odpowiedz jest twierdzaca. Dalej podamy przyklady
odpowiednich ostrostupow.

Przypomnijmy, ze dwie proste w przestrzeni nazywamy prostopadtymi, gdy
istnieje trzecia prosta, ktora jest rownolegla do jednej z nich i przecina druga
pod katem prostym.

W prostopadlodcianie na rysunku obok skosne proste AB i C'M sa prostopadte —
ta trzecig prosta moze by¢, na przyklad, prosta C'D.

Prostopadtosé w przestrzeni ma wazng wlasnosé: jesli prosta k jest prostopadta
do dwdéch przecinajacych sie prostych [ i m, to prosta k jest prostopadla do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie prostych [ i m.

Spoéjrzmy jeszcze raz na nasz prostopadlo$cian: poniewaz prosta C'B jest
prostopadta do prostych BA i BL, wiec jest prostopadta do ptaszezyzny ABL,
a w szczegOlnosci jest prostopadla do prostych BK i AL.

Widzimy wiec, ze wszystkie Sciany boczne ostrostupa o podstawie ABC'D oraz
wierzchotku K sa trdjkatami prostokatnymi. Ostrostup ten daje rozwigzanie
zadania (2). Poniewaz jego krawedz boczna C'K nie jest prostopadla do zadnej
krawedzi podstawy, wiec jednak nie jest on rozwigzaniem zadania (1).

Zmodyfikujmy nieco ten ostrostup: podstawa bedzie czworokat EBDF,

a wierzchotkiem pozostanie punkt K. Krawedzie boczne KFE i KB sa
prostopadle do krawedzi podstawy F'D, a krawedzie boczne KF i KD sa
prostopadle do krawedzi EB. Jest to wiec przyklad rozwiazania zadania (1).

Zachecamy do rozwiazania jeszcze dwoch zadan:

(3) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadia do ktorejs krawedzi podstawy, a podstawa jest czworokgtem wklestym?

(4) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadia do ktorejs krawedzi podstawy i kaZda Sciana boczna jest trojkgtem
prostokgtnym?
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