Paradoks dni urodzin i pokrewne,
czyli o pewnych zagadnieniach
zwigzanych z rozmieszczeniem kul w komoérkach
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Motywacja do napisania artykulu o powyzszym tytule
byto nastepujace zadanie, znane w literaturze jako
paradoks dni urodzin: jak liczna powinna by¢ grupa
0sOb, aby z prawdopodobienstwem nie mniejszym

od 1/2 znalazly sie w niej co najmniej dwie osoby
obchodzace urodziny tego samego dnia. Zaklada sie,
ze rozklad dni urodzin jest rozkladem jednostajnym
na zbiorze {1,2,...,365}, co malo odbiega od
rzeczywistosci, natomiast lata przestepne pomijamy.

Jaki zwiazek moga mie¢ kule i komoérki z ludzmi i ich
datami urodzin? Otéz, uktad ponumerowanych od 1

do 365 komérek mozna interpretowaé nastepujaco:
pierwsza komérka to pierwszy stycznia, druga — drugi
stycznia, ostatnia — Sylwester. Fakt, ze w szufladzie

o numerze 31 jest kula, interpretujemy nastepujaco:

w grupie osob jest osoba urodzona 31 stycznia. Komoérki
sa rozréznialne, bowiem kazda z nich ma inny numer.
Podobne zalozenie dotyczy kul: kazda z nich odpowiada
dacie urodzenia innej osoby, naturalne za$ jest zalozenie,
ze 0soby sa rozréznialne.

Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w k-osobowej
grupie znajda sie przynajmniej dwie osoby urodzone
tego samego dnia. Chwile p6Zniej wyznaczymy
minimalne k, dla ktérego obliczone prawdopodobienstwo
jest nie mniejsze niz 1/2. OdpowiedZ, ktéra niebawem
uzyskamy, jest zaskakujaco niska: wystarcza zaledwie

23 osoby, by taka sytuacja miala miejsce.

Za Tanem Stewartem podaje, ze na pytanie o minimalna
liczbe 0s6b, dla ktérej z prawdopodobienstwem

co najmniej 1/2 znajdziemy dwie osoby urodzone tego
samego dnia, ktére ,stawiano studentom kierunkdéw
uniwersyteckich [w USA], $rednia z odpowiedzi wynosita
385”. Natomiast juz dla 366 os6b z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, iz z prawdopodobienistwem 1 znajda sie
dwie osoby obchodzace urodziny tego samego dnia. Wyniki
ankiety dobrze uzasadniaja tytul: paradoks dni urodzin.

Przystapmy do rozwiazania zadania sformulowanego
na poczatku artykulu. Zdarzeniami elementarnymi sa
ciagi dlugosci k o wyrazach w zbiorze {1,2,...,365}.
Wszystkich takich ciagéw jest 365%. Oznaczmy przez py,
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do
rozpatrywanego, czyli zdarzenia polegajacego na tym, ze
k-elementowy ciag bedzie réznowartoéciowy. Wowczas:
365-364-...-(365 —k+1)
(1) pe= 365~

1 k—1
=(l—=—0 ] ..- (1= —= la k <
(1-555) - (1-5g) k<0

dla k£ > 365.

oraz
pr =0
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Teraz naszym zadaniem jest znalezienie minimalnego &,
dla ktorego pr < 1/2. W dalszym ciagu bedziemy
korzysta¢ z oczywistej obserwacji, iz dla interesujacych
nas k, czyli k < 365, ciag (pg) jest malejacy. Dla

k > 365 omawiany ciag jest staly.

Wykorzystujac nieréwno$¢ 1 + x < e* (prawdziwa dla
dowolnej liczby rzeczywistej x), mozna szacowaé prawa
strone wzoru (1):

1 k—1
(2) pr < e 365 ... .e 365 =

1424 (k1) _ k(k=1)
—e 365 — e T 730

Aby zachodzilo pi, < 1/2, wystarczy wyznaczyé
minimalne k (naturalne), dla ktérego zachodzi

(3) k* —k—1730-1n2 > 0.
Pierwszym dodatnim rozwiazaniem nieréwnosci (3) jest

14+1+4-730-In2

czyli rozwiazanie naszego zadania to k = 23. Rezultat
jest zgodny z wynikiem przytoczonym na poczatku
artykutu; niemniej, aby to doktadnie sprawdzié,

warto wykonaé¢ rachunki przy uzyciu komputera.
Otrzymujemy: po3 = 0,493 ... oraz pao = 0,524 ..., czyli
pomimo szacowania wykonanego w (2) otrzymujemy
prawidtowy wynik.

= 22,99994315 . . .,

Przeanalizujmy, jak si¢ maja przyblizenia do poprawnej
odpowiedzi, gdy zwickszymy badz zmniejszymy liczbe
szuflad (mozliwosci dni urodzin). Taka sytuacja bedzie
mozliwa, gdy przeniesiemy sie na chwile, na przyktad,
na Marsa, gdzie jeden pelny obieg wokét Stonca trwa
687 ziemskich dni, a co za tym idzie, na Marsie mamy
687 réznych dat urodzin. Stawiamy pytanie analogiczne
jak na Ziemi: jak liczna powinna by¢ grupa Marsjan, by
z prawdopodobiefistwem co najmniej 1/2 znalazlo sie
wsrod nich przynajmniej dwoch obchodzacych urodziny
tego samego dnia? Zakladamy, ze rozklad narodzin na
Marsie jest jednostajny na {1,2,...,687}, choé¢ wlasciwie
nie mamy do tego zadnych podstaw.

Poniewaz liczby 365 oraz 687 tak naprawde nie sa bardziej
interesujace niz pozostale, przeanalizujmy powyzszy
przyktad w pelnej ogdlnoéci. Mamy n mozliwych dni
urodzin. Oznaczmy przez pj prawdopodobienstwo, ze
k-elementowy ciag o wyrazach w zbiorze {1,2,...,n} jest
réznowartosciowy. Aby znalezé wzér na p), wystarczy
we wzorze (1) kazdorazowo w miejsce 365 wpisaé n.
Wykonujac szacowanie analogiczne do (2), otrzymujemy,
ze warunkiem wystarczajacym, by zachodzito p} < 1/2,
jest spelnienie nieréwnosci k> —k —2-n-In2 > 0, ktorej
pierwszym dodatnim rozwigzaniem jest

I1+v1+4-2-n-In2 1  1+4-2-n-In2

2 2 2




Aby wzor stal sie przyjemniejszy (tracac na
doktadnosci, lecz co najwyzej o jeden), decydujemy sie
zapisa¢ go w przyblizonej postaci: kjf = v2-1In2-/n
— jako rozwiazanie wystarczy bra¢ minimalng

liczbe catkowita nie mniejsza od k. W ogdlnym
przypadku odpowiedz jest rzedu /n razy stala
V2-In2 = 1,177410. .. Zeby zobaczy¢, jak dobrze
przyblizone wyniki uzyskane dzieki wyznaczeniu k{
oddaja faktyczne, prawidlowe wyniki uzyskane
numerycznie dla pewnych przypadkowych, ale
konkretnych n, warto spojrzeé¢ na trzecig oraz czwarta
kolumne tabeli na dole strony.

Przystapimy teraz do analizy nieco innego zagadnienia.
Przypusémy, ze dane jest 365 szuflad, co odpowiada
365 réznym datom urodzin. Zalézmy dalej, ze mamy
dostatecznie duzo kul, ktére bedziemy umieszczac
kolejno w losowo wybranej (zgodnie z rozkladem
jednostajnym na {1,2,...,365}) szufladzie. Wyr6znijmy
jedna z szuflad przed rozpoczeciem doswiadczenia,
powiedzmy o numerze jeden, czyli pierwszy stycznia.
Standardowo kula w szufladzie oznacza, ze w grupie
jest osoba urodzona danego dnia. Zagadnienie wyglada
nastepujaco: jak liczna powinna by¢ grupa oséb, aby

z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2 znalazla sie
wsréd nich co najmniej jedna, ktora obchodzi urodziny
wlasnie pierwszego stycznia? Wybrana data nie jest
zadnym magicznym dniem — chodzi jedynie o to, ze
zostala ona ustalona przed wykonaniem do$wiadczenia.
Powyzsze zagadnienie mozna zinterpretowaé
nastepujaco: jak liczna powinna byé¢ grupa oséb, aby

z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2 znalazla sie
wsrdd nich co najmniej jedna osoba urodzona tego
samego dnia co ja?

Przechodzac znéw do rozwazania zdarzenia przeciwnego,
szukamy prawdopodobienstwa tego, ze przy losowym
rozmieszczeniu k kul w 365 komérkach otrzymamy
rozmieszczenie, w ktérym wyrdzniona komérka jest
pusta. Innymi stowy, interesuje nas zdarzenie, ze k kul
zostanie umieszczonych w komérkach o numerach
2,3,...,365. Zdarzeniami elementarnymi sa ciagi
dlugosci k o wyrazach w zbiorze {1,2,...,365}.
Rozmieszczenia sprzyjajace omawianemu zdarzeniu
przeciwnemu to ciagi dtugosci k o wyrazach w zbiorze
{2,3,...,365} — nie dopuszczamy mozliwosci, ze
jakakolwiek kula trafi do wyrdznionej szuflady numer
jeden. Jest ich 364%. Oznaczmy przez by, szukane

prawdopodobiefistwo z tredci zadania. Otrzymujemy:

364" 1"
(5) 365~ ! (1 365) '
W dalszym ciagu skorzystamy z tego, ze ciag (by) jest
rosnacy. Zwréémy uwage, ze podczas gdy w grupie
366-osobowej z prawdopodobienistwem 1 znajda sie dwie
osoby urodzone tego samego dnia, to dla dowolnie duzej
grupy oséb nie mozemy mie¢ pewnosci, ze znajdziemy
w niej osobe urodzong, na przyktad, 1 stycznia.

=

1

Pytamy o to, kiedy by jest nie mniejsze niz 1/2.
Wyznaczymy nieréwnosé, ktéra ma spelniaé k:

k
1 1
6 1-(1—-— ) > =
(6) ( 365> 2
In2
& k>—71=252,651988...,
In{l—-—
365

czyli nalezy bra¢ k = 253. Dokladne wyniki,
uzyskane za pomoca komputera, sa nastepujace:
b252 = 07499105 ... 0oraz b253 = 07500477 ce

W ogdélnym przypadku zamiast rozwazaé 365 mozliwosci
dni urodzin, mozemy analogicznie obliczyé, kiedy b}
(czyli prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym
rozmieszczeniu k kul w n komérkach wyrézniona przed
rozpoczeciem doswiadczenia komérka jest niepusta) jest
nie mniejsze niz 1/2. Okazuje sie, ze wystarcza, by
In2

In(1—1/n)
Aby zyskaé na estetyce powyzszego wzoru (kosztem
jego dokladnosci), mozna szacowaé prawa strong,
wykorzystujac nieréwnosé In(1 + z) < z dla x = —1/n.
Otrzymujemy w ten sposéb oszacowanie k > nln 2.
Oczywiscie, interesuje nas najmniejsze k € N, ktére
spelnia zadang nieréwnosé. By przekonad sig, jak dobry
jest ,bardziej estetyczny wzér”, warto spojrzeé¢ na
ostatnie dwie kolumny ponizszej tabeli.

k>

Na zakoniczenie odnotujmy, ze podczas gdy odpowiedz
na pytanie bedace uogdlnieniem paradoksu dni
urodzin zachowywala sie jak \/n ze stalg 1,177410.. .,
odpowiedz na drugie pytanie roénie liniowo wraz ze
wzrostem n ze stala In2 = 0,693147 ...
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nazwa n — czas obiegu minimalne k£ € N minimalne k € N, minimalne k£ € N, minimalne k € N,

planety wokét Stonca nie mniejsze od k(' aby zachodzilo p; < 1/2  aby zachodzita aby zachodzita
w dniach ziemskich (wynik przyblizony) (wynik numeryczny) nieréwnos¢ k 2 In2-n .ol ik > In 2
(zaokraglony do (wynik przyblizony) In(1—-1/n)
liczb catkowitych) (wynik numeryczny)

Merkury n = 88 12 12 61 61

Wenus n =225 18 18 156 156

Ziemia n = 365 23 23 253 253

Mars n = 687 31 32 477 476

Jowisz n = 4333 78 78 3004 3004

Saturn n = 10756 123 123 7456 7456

Uran n = 30708 207 207 21286 21285

Neptun n = 60223 289 290 41744 41744




