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w tym sensie, ze wyznaczenie orbity punktu x wzgledem przeksztalcenia T jest
identyczne z wyznaczeniem orbity punktu y = h(z) wzgledem funkeji f:

fi(h(z)) = M(T"(z)), n=12,...,
dla wszystkich z € [0, 1] (szczegdly zobaczyé mozna w [2, 3]). Zadziwiajace jest,
ze dla 0 < ¢ < 4 funkcje kwadratowe f. okazuja sie bardzo oporne na proby ich
szczegolowego badania.

Zjawiska chaotyczne zdaja sie by¢ nieodtacznym elementem otaczajacej nas
rzeczywistosci i naszej kultury. Odkrywanie ich, zrozumienie ich istoty, to wazne
i fascynujace wyzwanie. Chaos intryguje ludzi od Starozytnoéci. Poeta Hezjod
juz w VII wieku p.n.e. glosit w Theogonii, ze ,na poczatku powstal Chaos (...)
w Chaosie znajduja sie zrédla i krance wszystkich rzeczy...”.

W tym miejscu warto zajrzeé¢ do deltoidu
w tym numerze i numerze 7/2009.

Drzewo rozpinajace grafu G to drzewo,
ktérego wierzchotki to wszystkie
wierzcholki G, a krawedzie s wybrane
spoéréd krawedzi G. Poniewaz musi
zawieraé¢ wszystkie wierzchotki G, to
mozna powiedzieé, ze jest to najwicksze
drzewo, ktére miesci sie¢ w grafie G.

Na rysunku 1 krawedzie przyktadowego
drzewa rozpinajacego grafu sa kolorowe.

Rys. 1
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O pewnym zadaniu, czyli
jak dzialty matematyki przenikaja sie
Michat PILIPCZUK *

Podczas drugiego etapu LIX Olimpiady Matematycznej uczestnicy zmierzyli sie
z nastepujacym zadaniem:

W kazdym polu kwadratowej tablicy o rozmiarach n X n napisana jest liczba
caltkowita. Mozemy wielokrotnie wykonywac nastepujgocg operacje: wybieramy
dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisang wen liczbe o liczbe pol sqsiednich
(majacych wspdlny bok z wybranym polem), kazdq zas z liczb wpisanych w pola
sqgsiednie zwiekszamy o 1. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 rozstrzygnad, czy

z dowolnej poczgtkowej tabeli, w ktorej suma wszystkich n? liczb jest réwna zeru,
mozna otrzymacd tabele skladajgcq sie z samych zer.

Przekladajac tresé na jezyk intuicji, mamy do dyspozycji kwadratowa tablice
liczb catkowitych, ktérych suma jest zerowa, a w jednym ruchu mozna naraz
wpoprzesuwaé jedynki” z pewnego pola na kazde z pdl sasiednich. Zadanie
sprowadza sie zatem do stwierdzenia, czy za pomoca takich operacji mozna
zawsze dojs¢ do tablicy catkowicie wyzerowane;j.

Wersje zaprezentowana zawodnikom mozna rozwiazac, uzywajac prostych metod
niezmiennikowych. Czytelnik jednak z pewnosciag zauwazy, ze t¢ gre mozna na
wiele sposobéw uogdlniac.

Naturalnym sposobem uogélnienia jest rozwazenie dowolnego grafu
nieskierowanego zamiast tablicy, na ktérej rozpatrywaliSmy relacje sasiedztwa
pol wzdhuz wspdélnych bokéw. Mamy zatem graf, w ktérego wierzchotkach
zostaly umieszczone liczby catkowite tak, by ich suma byta zerowa — taki sposéb
rozmieszczenia bedziemy nazywaé stanem. W jednym ruchu mozemy poprzesuwac
po jedynce z ustalonego wierzchotka do wszystkich wierzchotkéw sasiednich.
FLatwo sprawdzi¢, ze wykonanie takiej operacji we wszystkich wierzchotkach oprécz
jednego jest dokladnie operacja odwrotna do opisanej, zastosowana na ominietym
wierzchotku. Powiemy, ze dwa stany sie komunikuja, jesli za pomoca tych operacji
mozna przejsé z jednego do drugiego. Wowczas zbior stanéw rozpada sie na pewna
liczbe klas parami komunikujacych sie stanéw.

Tu dochodzimy do kolejnego, naturalnego pytania: ile jest takich klas? Czy
zawsze jest ich skonczenie wiele? Dla grafu niesp6jnego na pewno nie —
tam niezmiennikiem jest suma liczb w kazdej spdjnej skladowej, a istnieje
nieskonczenie wiele réznych sposobéw okreslenia tych sum tak, zeby liczby
z calego grafu sumowaly si¢ do zera.

A jak to jest dla graféw spojnych? Otéz okazuje sie, ze w przypadku graféw
spojnych klas bedzie zawsze skonczenie wiele i dodatkowo dokladnie tyle, ile. ..
drzew rozpinajacych grafu!
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Rys. 2. Przyktadowy stan w grafie
o laplasjanie
2 -1 0o -1
—1 2 0o -1
0 0 1 -1
-1 -1 -1 3

A=

W kracie Z> opisujemy go poprzez

tréjke (2, —1, —2). Operacje (odwrotne)
w wierzchotkach 1, 2,3 odpowiadaja
dodawaniu wektoréw (2, —1,0), (—1,2,0),
(0,0,1).

Aby przeprowadzi¢ szkic dowodu tego faktu, bedziemy musieli powolaé sie
na twierdzenie Kirchhoffa. Juz samo jego sformulowanie brzmi jak potaczenie
przepisu kulinarnego z magiczna sztuczka.

Niech G bedzie n-wierzcholkowym grafem nieskierowanym. Jego wierzchotki
0ZNacZMY Przez v1,vs, ..., V. Niech A = (a;;) bedzie macierzq n x n, takg Ze:

e wyraz a;; jest rowny stopniowi wierzchotka v;,
e dla i # j wyraz a;; jest rowny —1, jesli v; i vj sq polgczone krawedzig, oraz 0
w przeciwnym przypadku.

Niech A bedzie macierzq A z wyrzuconym dowolnym wierszem i kolumng
o tym samym numerze. Wowczas wyznacznik det A jest rowny liczbie drzew
rozpinajgcych grafu G.

Macierz A jest nazywana laplasjanem grafu. Dowdd twierdzenia Kirchhoffa

jest czysto algebraiczny — wyznacznik A przedstawiamy jako sume kwadratéw
wyznacznikéw pewnej liczby macierzy. Kazda z tych macierzy odpowiada
pewnemu wyborowi n — 1 krawedzi grafu. Okazuje si¢, ze macierze te maja
wyznacznik +1, jedli wybor zadaje drzewo rozpinajace, 0 za§ w przeciwnym
przypadku. Sumujac kwadraty takich wyznacznikéw, otrzymujemy liczbe drzew
rozpinajacych.

Sprébujmy teraz algebraicznie podejsé do naszej gry w przesuwanie jedynek.
Wierzcholki grafu numerujemy liczbami od 1 do n i oznaczamy dalej przez

V1, ..., Un. Stany bedziemy kodowaé jako uklady n — 1 liczb calkowitych, czyli
elementy kraty Z"~! (najlatwiej o nich myéle¢ jako o punktach w przestrzeni R"~!
o wszystkich wspolrzednych calkowitych). Stan zakodujemy, zapisujac na i-tej
wspoélrzednej liczbe wpisana w i-ty wierzcholek. Poniewaz suma liczb wpisanych
jest zerowa, wiec liczba umieszczona w ominietym wierzchotku v, jest wyznaczona
jednoznacznie jako liczba przeciwna do sumy pozostalych. Teraz nalezy zastanowic
sie, jak po zakodowaniu wyglada¢ beda dozwolone operacje. Operacja (dla
ustalenia uwagi, odwrotna do opisanej) w wierzchotku v; dla i < n — 1 odpowiada
przesunieciu si¢ o wektor majacy degwv; na i-tej wspoélrzednej, —1 na wszystkich
wspOlrzednych odpowiadajacych sasiadom (oprocz v,,) oraz 0 na pozostalych
wspOtrzednych. Brzmi znajomo. Opisane n — 1 operacji odpowiadajacych
wierzchotkom v; dla 1 <7 < n — 1 wyznacza nam n — 1 wektoréw, o ktére mozemy
sie porusza¢ do przodu lub do tylu. Operacje w wierzchotku v,, da sie uzyskaé
poprzez uzycie wszystkich innych. Zatem dwa stany komunikuja sie, jesli mozna
przejéé¢ pomiedzy odpowiadajacymi im elementami w Z" !, poruszajac sie wzdluz
tych n — 1 wektorow.

Teraz trzeba sobie zadaé pytanie, ile bedzie szukanych klas. Chwila zastanowienia
pozwala stwierdzié, ze jest to bardzo proste. Nasze n — 1 wektoréw rozpina
pewien réwnolegloécian w kracie Z"~!. Wéwczas kazdy punkt kratowy wewnatrz
rownolegloscianu zadaje inna klase. Punktéw kratowych wewnatrz jest zas
doktadnie tyle, ile wynosi objetosé réwnolegtoécianu. Fakty te niewatpliwie
wymagaja bardziej szczegdlowego sprawdzenia, ale wykonanie odpowiednich
obliczeni dla przyktadu wektoréw (2, 0) i (0, 2) w kracie Z? powinno rozwiaé¢ wszelkie
watpliwosci co do ich prawdziwosci.

Objetosé réwnoleglo$cianu jest réwna wyznacznikowi macierzy utworzonej

przez wpisanie w wiersze wektoréw go rozpinajacych. Latwo zauwazy¢, ze
macierz ta jest dokladnie macierza A z twierdzenia Kirchhoffal Wobec tego jego
zastosowanie konczy dowod — liczba klas jest réwna objetosci réwnoleglo$cianu,
czyli wyznacznikowi, o ktérym wiemy, ze jest réwny liczbie drzew rozpinajacych.

Wydaje sie, ze zarowno sformulowanie gry, jak i pojecie drzewa rozpinajacego
sg czysto kombinatoryczne. MusieliSmy jednak przej$é¢ przez spora dawke
algebry, aby pokaza¢ wzajemne relacje miedzy nimi. Pokazuje to do$é¢ czesto
spotykane zjawisko w kombinatoryce — aby uchwycié¢ pewng wlasnosé, musimy
umieé spojrze¢ na problem z duzo szerszej perspektywy i zastosowaé narzedzia
pozornie zupelnie z innej potki.
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