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Rozwigzanie zadania M 1273.

Z danego réwnania wynika, ze liczba x
jest parzysta. Niech wiec x = 2a.

Po podstawieniu dane réwnanie przybiera
postaé: 4a® + 3% = 225,

Stad wynika, ze liczba y jest parzysta.
Przyjmijmy zatem y = 2b. Wobec tego
2a° + 4b% = 23, 7 zaleznosci tej wynika
z kolei, ze rowniez liczba z jest parzysta.
Podstawmy wiec z = 2¢ do ostatniego
réwnania: a® + 2b° = 4c°.

WykazaliSmy zatem, ze jesli tréjka
liczb catkowitych (z, y, z) spelnia dane
réwnanie, to kazda z liczb z, y, z jest
parzysta i tréjka (%r %y, %z) takze
spelnia dane réownanie.

Kontynuujac to rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze jesli tréjka
liczb catkowitych (z, y, z) spelnia dane

Informatyczny kacik olimpijski (29): Trening

Tym razem przyjrzymy sie zadaniu Training z Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej 2007.

Mamy dany spéjny graf nieskierowany o n wierzchotkach z wyréznionym
drzewem rozpinajacym (tzn. wyréznione jest n — 1 krawedzi, ktére tworza
drzewo). Krawedzie spoza tego drzewa maja przypisane koszty. Nalezy przeciaé
krawedzie o najmniejszej sumie kosztéw, tak aby w grafie nie pozostal zaden
cykl prosty (tzn. taki, w ktérym nie powtarzaja sie wierzchotki) dlugosci
parzystej. Krawedzi drzewowych nie wolno przecina¢. Dodatkowo wiadomo, ze
stopien zadnego z wierzcholkéw grafu nie przekracza (nieduzego) k.

Krawedzie spoza drzewa bede nazywal poprzecznymi. Kazda poprzeczna
krawedZ tworzy z naszym drzewem dokladnie jeden cykl (nazwijmy go cyklem
poprzecznym). Jesli cykl ten jest dlugosci parzystej, musimy te krawedz
przeciaé, robimy wiec to czym predzej i nie zajmujemy sie wiecej taka
krawedzia. Zauwazmy, ze w poprawnym rozwiazaniu mozemy pozostawic¢
cykle poprzeczne dlugosci nieparzystej, ale tylko pod warunkiem, ze zadne

réwnanie, to kazda z liczb @, y, z musi by¢ dwa z nich nie maja wspélnej krawedzi. Gdyby bowiem mialy, to przez ich

podzielna przez dowolng potege dwdjki.
To jednak jest mozliwe jedynie wtedy,
gdyx =y=2=0.

Trojka (z,y,z) = (0,0,0) jest zatem
jedynym rozwiazaniem w liczbach
catkowitych danego réwnania.

ztaczenie i usuniecie czesci wspoélnej uzyskalibyémy cykl prosty dtugosci
(2a+1)+(20+1)—2d=2(a+b+1—d), przy czym 2a + 1120+ 1 sa
dlugosciami tych cykli, a d — dtugoscia czesci wspdlnej. Cykli poprzecznych
bez wspolnych krawedzi nie da si¢ w zaden sposob potaczyé w cykl prosty.
Zadanie sprowadza si¢ wiec do wybrania poprzecznych krawedzi, ktére

mozemy pozostawi¢, tak aby odpowiadajace im cykle poprzeczne nie mialy

wspolnych krawedzi.

Do rozwiazania tak uproszczonego problemu uzyjemy programowania
dynamicznego. Ukorzenmy nasze drzewo rozpinajace. Dla kazdego wierzchotka z
i dla kazdego podzbioru S synéw = w naszym drzewie obliczymy ¢(z, S)

— najwieksza mozliwa sume kosztow poprzecznych krawedzi, ktére mozemy
pozostawié, a ktorych cykle sa roztaczne krawedziowo i zawieraja sie catkowicie
w podgrafie ztozonym z krawedzi taczacych x z wierzchotkami z S, poddrzew
wierzchotkéw z S oraz poprzecznych krawedzi.

Aby obliczy¢ t(x, S), musimy zastanowié sie nad
cyklami poprzecznymi, ktore przechodza przez x,
ale nie przechodza przez ojca x. Jesli S jest pusty,
to t(x,S) = 0. W przeciwnym przypadku ustalmy
pierwszego syna s € S. Zalézmy, ze istnieje cykl
poprzeczny, ktory zawiera x i s, ale nie zawiera
ojca x. Niech e bedzie krawedzia poprzeczna
tegoz cyklu, a C' — zbiorem jego wierzchotkow.
Wtedy przy obliczaniu t(x, S) nalezy uwzglednié
wyrazenie:
(1) e, S\C)+ Y
reC\{z}
przy czym A(v) oznacza zbidr wszystkich synéw
wierzchotka v. Mozemy tez nie zdecydowaé sie wziaé
zadnego takiego cyklu, czemu odpowiada wyrazenie:
(2) t(s, A(s)) + t(xz, S\ {s}).

Ostatecznie jako t(x,S) wezmiemy maksimum

t(r, A(r)\ C),

z wartosci (1) po odpowiednich parach (e, C') oraz (2).

Odpowiedzia w naszym zadaniu bedzie

W —t(q, A(q)),

przy czym W jest suma kosztéw wszystkich krawedzi
poprzecznych, a g — korzeniem drzewa.

Zastanoéwmy sie nad ztozonosScig czasows tego
rozwiazania. Graf ma O(n - k) krawedzi. Dla kazdej
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krawedzi poprzecznej musimy znalezé jej cykl w czasie
O(n), co daje taczny koszt O(n? - k). Kazda krawedz
poprzeczna e jest rozwazana podczas programowania
dynamicznego tylko dla wierzchotka x bedacego
najwyzszym wierzchotkiem w drzewie, do ktorego

sigga cykl poprzeczny zawierajacy e. Stad sume po
wierzcholkach tego cyklu, wystepujaca w wyrazeniu (1),
wystarczy obliczy¢ raz. Dla kazdej pary (z,S)
wybieramy albo brak krawedzi poprzecznych, albo tez
jedna z krawedzi, ktorych cykle przechodza przez x
oraz pierwszego syna x w S, ale nie przez ojca x. Niech
takich wlasénie krawedzi poprzecznych bedzie E(x, S),
a wszystkich krawedzi, ktérych cykle przechodza

przez x, ale nie przechodza przez jego ojca — E(x).

Wtedy
S Y EwS) <2 Y B -
)

z€V SCA(z zeV
=O0(n-k-2%).

Programowanie dynamiczne zajmuje wiec czas
O(n - k - 2F) plus obliczanie sum po wstawianych
cyklach, ktérego koszt czasowy jest taki sam jak koszt
szukania tych cykli. Stad laczna ztozonosé czasowa
to O(n - k- (n + 2%)) przy zuzyciu pamieci rzedu
O(n - 2%).
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