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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2010

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 597, 598
Redaguje Marcin E. KUCZMA

597. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace rownanie

flaf(@)+ f(y) = f)’ +y

dla z,y € R.

598. Niech M = {1,2,...,m?} (m jest ustalona liczba naturalna).

(a) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

dzieli sie przez m?

(b) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

jest rowna m?

Zadanie 598 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

Przypominamy tresé zadan:

589. W kazde pole tabelki o wymiarach n X n wpisujemy dodatnig
liczbe calkowita niewigksza od n tak, by w kazdym wierszu oraz

w kazdej kolumnie wszystkie liczby byly rowne lub wszystkie liczby
byly rézne. Niech S bedzie sumg wszystkich liczb w tabelce. Ile
réznych wartosci S mozna w ten sposéb uzyskaé (dla ustalonego n)?

590. Dowiesé, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej n oraz dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

(1§x)”< 1+x+...+x".

n+1
589. Jedli w kazdym wierszu jest permutacja liczb 1,...,n,
to S=mn-n(n+1)/2. Gdy w dokladnie jednym wierszu jest
ciag staly (k,..., k), a w kazdym z pozostalych wierszy jest
permutacja liczb 1,...,n, wéwczas S =nk + (n — 1) -n(n +1)/2.

Gdy w dwdéch wierszach sa ciagi state (k, ..., k), (I,...,1), przy
czym k # I, to w kazdej kolumnie musi byé permutacja liczb
1,...,n,iznéw S =n-n(n+1)/2. Jedli za$ k = [, to w kazdej
kolumnie musi by¢ ciag staty (k,..., k), wiec S = n?k.

Reasumujac, mozliwymi wartosciami sumy S sa liczby
n?(n+1) n(n? —1)
2 2
(i wszystkie one faktycznie moga by¢ osiagnigte) — razem, a priori,
2n + 1 wartosci. Czy jednak sg one rézne? Mozliwe, ze (dla
pewnych k,l < n) ma miejsce ktéras z réwnosci

, nk+ . n’k; 1<k<n

n?(n+1) n(n? —1)
(1) 3 =nk + 3 )
n?(n+1)
(2) D ey,
n(n?—1)
(3) nk+ ————= = n?l.

Kazde z réwnan (1) i (2) sprowadza si¢ do 2k = n + 1; nie ma
wiec rozwiazania, gdy n jest liczba parzysta, ma natomiast
dokladnie jedno rozwiagzanie k = (n 4 1)/2, gdy n jest liczba
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nieparzysta. Réwnanie (3) przeksztalcamy do postaci

2k —1=n(2l —n).
I znéw: dla n parzystego — brak rozwiazan. Dla n nieparzystego:
lewa strona przedstawia liczbe mniejsza niz 2n, prawa —

wielokrotnosé n. Réwnosé zachodzi jedynie, gdy obie strony sa
réwne n, czylidla k= (n+1)/2 =1.

Whiosek: gdy n jest liczba parzysta, wszystkie wyznaczone

na poczatku wartosci sa rézne; suma S moze mieé¢ kazda

z tych 2n + 1 wartosci. Gdy n jest liczba nieparzysta, warto$é
n?(n + 1)/2 powtarza si¢ trzykrotnie; jest wiec 2n — 1 mozliwych
wartosci sumy S.

590. Zadana nieréwnos¢ zachodzi dla x = 1. Dla « # 1
przepisujemy ja rownowaznie jako

(4) o >(n+1)(

i w tej postaci bedziemy jej dowodzié.

gntl 1

:c+1)"
2 )

Dla kazdej pary liczb rzeczywistych a,b ma miejsce réwnosc

n+1
+1
(a+ b)nJrl _ (a _ b)n+1 _ Z (n N )(an+17k:bk: _ an+17k(_b)k)
k=0
_ nA+L 1okk
722( k )a b",
keK

gdzie K = {1,3,5,...,n — 1,n + 1}. Kontynuujemy
przeksztalcenia dla b # 0:

(a+b)" Tt —(a—b)" Tt n+1y k1
) 2 =2 g )a ez

ke K
2 (n+1)a™;
ostatnia nieréwnosé powstata przez odrzucenie z uzyskanej sumy

wszystkich sktadnikéw z wyjatkiem pierwszego — sa one liczbami
nieujemnymi, bo wyktadniki poteg sa parzyste.

Podstawiamy teraz w (5) a = (x +1)/2, b= (z — 1)/2 i dostajemy
dowodzong nieréwnosé (4).



Zadania z fizyki nr 494, 495
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Klub 44

494. Elektrony w metalu mozna — jak wiadomo — uwazaé za czastki swobodne.
Zalézmy, ze w kawatku metalu poruszajacym si¢ z przyspieszeniem elektrony
osiagaja to samo przyspieszenie wskutek dzialania pola elektrycznego
wytworzonego przez odpowiednie tadunki powierzchniowe. Obliczy¢ moc
promieniowania kwadratowej ptytki metalowej o boku [ =5 cm i grubosci

d = 0,5 cm, drgajacej z amplituda A = 1 cm i czestotliwodcia f = 1 kHz wzdluz
osi prostopadtej do plytki.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2010
Wskazowka: Zgodnie z prawami elektrodynamiki w tzw. przyblizeniu dipolowym

moc promieniowania dipola elektrycznego o momencie p jest rowna

2 2
p_ L [(dp\
6meged \ dt?

Momentem dipolowym uktadu dwoch tadunkéow +q i —q odlegltych o d nazywamy
iloczyn qd.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
482 (WT = 3,04) i 483 (WT = 2,38)
z numeru 9/2009

Krzysztof Magiera Losiéw 36,89

Michal Kozlik Gliwice 28,86

Jerzy Witkowski  Radlin 18,88
495. Dwie pélproste tworza kat 2a, ktorego dwusieczna jest pionowa. Wzdluz
tych potprostych moga slizgaé sie bez tarcia konce jednorodnego preta o dtugosei (.
W ktérym przypadku poziome polozenie preta jest polozeniem réwnowagi trwalej —
gdy wierzchotek kata jest na gorze, czy gdy jest na dole? Dla przypadku réwnowagi
trwalej poda¢ wzor na czestotliwo$¢ maltych drgan preta wokél tego potozenia.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

486. Gdy spojrze¢ w lustro, zamknaé prawe oko i naszkicowad, jak widzimy swoja twarz, powstanie
obraz schematycznie przedstawiony na rysunku 1.

1. Zestawi¢ dwa prostokatne lusterka pod katem prostym, zamknaé prawe oko i naszkicowaé obraz
twarzy powstajacy przy dwukrotnym odbiciu §wiatla w lusterkach. Obracaé¢ przed sobg zestaw
Rys. 1

wokél osi pokrywajacej sig z kierunkiem widzenia i notowaé zmiany obrazu.

2. Zestawi¢ trzy prostokatne lusterka tak, zeby tworzyly naroznik sze$cianu, zamknaé prawe oko

i naszkicowaé obraz twarzy powstajacy przy trzykrotnym odbiciu §wiatta. Obraca¢ przed sobag
zestaw 1 notowaé zmiany obrazu.
487. Na koncach niewazkiego preta o dtugosci | = 1 m znajdujag si¢ dwie jednakowe masy
punktowe m. Pret jest podtrzymywany w srodku, wokél ktérego moze si¢ swobodnie obracac,
i znajduje si¢ w polu grawitacyjnym Ziemi, ktére uznajemy za takie, jakby cala masa Ziemi byla
skupiona w jej srodku. Obliczy¢ okres malych drgan preta wokél pionowego polozenia réwnowagi.

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4 Jaka bedzie odpowiedz, jesli pret jest jednorodny, a pozostate dane — niezmienione?

486. Obraz widziany w dwoch lusterkach, ktérych krawedz WYynosza

zetkniecia jest pionowa (réwnolegta do osi twarzy), podano , 31 , 3y’
na rysunku 2. Przy obrocie lusterek obraz obraca sie M, =~ mgl 5(1 + f) M3 ~ mgl 5(1 - E)
dwukrot@e szybciej, np. przy poziome] krawedzi zetknigcia Wypadkowy moment sity jest réwny

otrzymujemy rysunek 3. Obraz widziany w trzech lusterkach =

jest podany na rysunku 4 i nie zmienia sie przy obrocie M, ~ Mg

zestawu. R

487. Wprowadzmy kat przechytu preta jako 8, a potowe
dtugoéci preta oznaczmy dla wygody jako I’. W pierwszym
rzedzie wzgledem § oraz wzgledem stosunku I’/ R odlegtosci
koticéw preta od $rodka Ziemi wynoszg R — 1’ oraz R+ 1’
(gdzie R jest promieniem Ziemi), a sity dzialajace na konce

sa rowne
GMm 21
F= oy e )
GMm 21
Fo=——"" = 1——
2T Ry mg( R)’

gdzie M — masa Ziemi, g — przyspieszenie ziemskie. W tym
samym przyblizeniu nietrudno réwniez wyznaczy¢ katy
miedzy kierunkami tych sit a osig preta. Sa one réwne
5(1+1U'/R)i6(1 —1'/R), a stad momenty sil Fy i I
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i widaé, ze jego zwrot sprzyja powrotowi do potozenia
pionowego, zatem wystapia drgania. Kwadrat czestosci
drgan w jest réwny ilorazowi wspétczynnika stojacego
przed § w powyzszym wzorze przez moment bezwladnosci
I =2ml"?:
2 _ 3g

wh=p
Zauwazmy, ze otrzymany wynik nie zalezy ani od masy
preta, ani od jego dtugoéci, a zatem obowiazuje on dla
ywiazki” sktadajacej sie z dowolnej liczby takich pretéw
— czyli dla preta o dowolnym symetrycznym rozktadzie
masy (w szczegdlnosei jednorodnego). Wartoscia liczbowa

okresu jest
R .
T=2m 3_g = 2920 s = 48 min 40 s.



