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Jednoktadnosé o skali dodatniej (prostaq)
oznaczamy J T, o skali ujemnej za$
(odwrotng) J .

Dobrze si¢ sktada Joanna JASZUNSKA

Tematem styczniowego deltoidu byty jednokladnosci. Przypomnijmy, ze
jednoktadnosé o rodku O i skali k # 0 to przeksztalcenie geometryczne
%zczyzny, ktére punktowi A przypisuje punkt A’ = J5(A) spelniajacy warunek
OA" = k-OA.

Fakt. Dla nieprzystajgcych okregow o1 i 09 istnieje dokladnie jedna jednokladnosé
taka, ze JT(01) = o0, oraz dokladnie jedna taka, ze J~(01) = 02.

Zachodzi nastepujace mite twierdzenie, dowdd pozostawiam jako zadanie.

Twierdzenie. Zlozenie dwich jednoktadnosci jest albo jednoktadnosciq o skali
bedgcej iloczynem wyjsSciowych skal © srodku wspotliniowym ze srodkami skiadanych
jednokladno$ci, albo przesunieciem, jesli iloczyn wyjSciowych skal jest rowny 1.

Skoro jednokladnosci tak dobrze sie sklada, zobaczmy kilka zastosowan.

1. Okregi 01, 02, 03 sa roztaczne zewnetrznie. Te dwie styczne do 01 1 09, ktére
nie rozdzielaja tych okregéw, przecinaja si¢ w punkcie As. Analogicznie definiujemy
punkty Ay i Ay (rys. 1). Wykaz, ze punkty A, As, A3 sa wspdlliniowe.

R. Punkty Ai, A2 i A3 sa $rodkami jednokladnosci JXI, JXz i ;{3 takich, ze

.7;(1 (02) = o3, ;7;{2 (03) = 01 oraz JXS (02) = 01. Zlozenie JXZ o Jj{l to jednoktadnosé
prosta i JXZ ) jj{l (02) = JXZ (03) = o1. Stad jej $rodkiem, ktéry na mocy twierdzenia
musi lezeé¢ na prostej A1 A2, jest na mocy faktu punkt As. OJ

2. Okregi 01 i 02 sa roztaczne zewnetrznie i wpisane w kat o wierzchotku Z.
Okrag o jest styczny zewnetrznie do okregéw o1 i 02 odpowiednio w punktach
A1 B (rys. 2). Udowodnij, ze punkty A, B, Z sa wspdlliniowe.

R. Rozwazmy jednoktadnosci J, i J5 takie, ze J, (01) = o oraz Jg (0) = 02.
Jednoktadnos$é Jg o J, jest prosta oraz Jg o J, (01) = Jg (0) = 02, wiec jej
$rodkiem musi byé punkt Z. Lezy on zatem na prostej AB. [

3. Okregi 01, 02, 03 sa styczne odpowiednio do par bokéw AB i AC,

AB i BC oraz AC i BC trbjkata ABC. Okrag o jest styczny zewnetrznie
do okregéw o1, 02, 03 odpowiednio w punktach D, E, F' (rys. 3). Wykaz, ze
proste AD, BE, CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

R.. Niech 0" bedzie okregiem wpisanym w trojkat ABC'. Istnieje

Jp taka, ze Jp (0) = o1, oraz JX taka, ze JX (01) = 0", wtedy

Ji o J; (o) = o*. Ztozenie Ji o J;, jest wiec jednoktadnodcia odwrotna,
przeprowadzajaca o na o* (istnieje doktadnie jedna, nawet jesli o i 0™ sg
przystajace lub réwne). Stad jej srodek lezy na prostej AD. Analogicznie,

Wykonanie rysunku pozostawiam
Czytelnikowi.

Dowéd twierdzenia o prostej Eulera
mozna znalezé w poprzednim deltoidzie.

Rozwigzanie na stronie www.om.edu.pl

lezy tez na prostych BE i CF. [

4. Czworokat A; As A3 Ay jest wpisany w okrag o Srodku O. Punkty Hy, Hy, Hs, Hy
to ortocentra trojkatow, odpowiednio, As A3 Ay, A1A3Ay, A1As A, A1A5As.
Wykaz, ze czworokaty Ay AsAsA, i HyHoH3Hy sa przystajace.

R. Niech punkty 51,52, 53,54 beda $rodkami ciezkosci odpowiednio powyzszych
czterech trojkatéw, S zas — srodkiem ciezkosci czworki punktéw Ay, Az, As, As.

7 wtasnosci srodkéw ciezkosci, dla kazdego i = 1,2, 3,4 punkty S;, S, A; leza, w tej
wlasnie kolejnosci, na jednej prostej oraz SA; = 3 - SS;, zatem J5°(S;) = A.

Z twierdzenia o prostej Eulera, dla kazdego i punkty O, S;, H; leza, w tej wlasnie
kolejnoéci, na jednej prostej oraz SH; = 2 - SO, stad jé/S(Hi) = S;. Zlozenie

J5 0 T5/* to jednokladnosc o skali —3- & = —1 (symetria $rodkowa), ktéra
przeprowadza Hi1HyHsHy na A1 As Az As. Zatem czworokaty te sg przystajace. O

Ponizsze zadanie pochodzi z L Olimpiady Matematycznej.

5. Punkty D, E, F' leza odpowiednio na bokach BC,CA, AB tréjkata ABC.
Okregi wpisane w trojkaty AEF, BFD, CDE sa styczne do okregu wpisanego
w tréjkat DEF. Udowodnij, ze proste AD, BE,C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

Wskazowka. Okregi wpisane w trojkaty AEF 1 DEF sg styczne wtedy i tylko
wtedy, gdy w czworokat AF DFE mozna wpisaé okrag.
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