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NA OKLADCE prezentujemy

wizualizacj¢ dwéch przypadkoéw zderzen

proton-proton w LHC, uchwyconych przez
eksperyment ATLAS. Podobne przypadki

zostaly zarejestrowane przez pozostale
gléwne eksperymenty LHC: CMS,
LHCb i ALICE. Pokazane przypadki
zawieraja, miedzy innymi, miony, ktére,
jako jedyne czgstki natladowane, sa

w stanie opusci¢ detektor, zostawiajac
slady we wszystkich poddetektorach.
Wyswietlone sg tylko te elementy,

w ktérych jakiekolwiek sygnaly zostaly
zarejestrowane (na dolnym rysunku
pokazano réwniez zarys struktury
magneséw toroidalnych). Czerwone
linie to interpolacja $ladéw mionéw

na podstawie odczytéw elektronicznych.

*Instytut Matematyki,
Uniwersytet Warszawski

, czyli jeszcze raz o potegach dwédjki

Pawel STRZELECKI®

O potegach dwojki i wlasnosciach ich rozwinieé dziesigtnych mozna bylo

w Delcie poczytaé wielokrotnie, m.in. w artykutach Zbigniewa Marciniaka

i wyzej podpisanego. Istnieja zapewne osoby, ktore nie czytaly tych artykutow,
dlatego ze kilkanascie lat temu nie umialy jeszcze czytaé, choé¢ dzi§ Delte
czytuja. By¢ moze jest to dostatecznym usprawiedliwieniem, zeby napisa¢ o calej
sprawie jeszcze raz.

Mam takze drugie usprawiedliwienie. 221464595 ma w zapisie dziesiatkowym

blisko szesé¢ i pét miliona cyfr; poczatkowe z nich to 7, 0, 3, 2, 0, 1 i 0. Poniewaz
zad 7 marca 2010 roku Marek Kordos obchodzi siedemdziesiate urodziny, wigc
moge mu te potege dwoéjki ofiarowaé w prezencie, dorzucajac do pary 229224715
— ta z kolei zaczyna sie od cyfr 7031940, czyli daty urodzin Redaktora.

Czytelnik, jesli zechce, potraktuje powyzsze dwa zdania jako dowdd ostatecznego
zdziwaczenia matematykow. Jednak przy okazji przyjda mu moze do glowy
pytania: co to za zbieg okolicznosci? Dlaczego na poczatku rozwinie¢
dziesietnych poteg dwdjki pojawia sie data okraglych urodzin Redaktora? Czy
podobny prezent mozna byloby zrobi¢ komukolwiek innemu? A moze to objaw
paranoi? Moze autor tekstu, z braku lepszych rozrywek i pomystéw, postanowil
zajaé sie¢ numerologia?

Paranoje i numerologie chetnie zostawiam innym. To, ze wsréd poczatkowych
fragmentow zapisu dziesigtnego liczb 2™ mozna znalezé np. 7031940, nie jest
weale szcze$liwym trafem; data urodzin kazdego z nas (z numerami PESEL

i NIP dorzuconymi na dodatek) znajduje sie na poczatku zapisu dziesietnego
nieskonczenie wielu poteg dwdjki. To samo mozna powiedzie¢ nie tylko o datach.
Istnieja np. wykladniki n, dla ktérych zapis dziesietny 2" zaczyna sie od ciagu
utworzonego z wypisanych po kolei wszystkich numeréw z ksiazki adresowej
mojego telefonu komérkowego. Piszac te stowa, nie potrafie wprawdzie podaé
zadnej takiej liczby n, ale mimo to mam uczucie niezachwianej pewnosci,

ktére nie zawsze towarzyszy mi w zyciu. Takie uczucie pewnosci daje
matematykowi dowdd — w tym przypadku dowdd twierdzenia, ktore orzeka,

ze kazdy skonczony ciag cyfr pojawia sie na poczgtku rozwiniecia dziesietnego
nieskoriczenie wielu poteg dwdjki. (Jedna z pociech, ktérych dostarcza obcowanie
z matematyka, jest to, ze dzieki dowodom mozna by¢ pewnym réznych rzeczy
nieoczywistych.)

Nawet dla ciggéw jednocyfrowych teza owego twierdzenia nie jest oczywista.
Gdy zaczniemy wypisywaé poczatkowe cyfry liczb 2" dlan =0,1,2,..., to
ujrzymy nastepujacy wzor:

17 27 47 8’ 1’ 37 67 17 27 57
17 27 47 87 1’ 37 67 17 2’ 5’
1, 2, 4, 8 1, 3 6, 1, 2, 5,
1, 2, 4, 8 1, 3, 6, 1, 2

) )

Siédemek i dziewiatek jakos ani §ladu, prawda? Co wiecej, komus
niecierpliwemu i nieuwaznemu moze przyj$¢ do glowy mysl, ze ciag
poczatkowych cyfr poteg dwéjki jest okresowy i wszystko w nim powtarza sie
regularnie, co 10 miejsc.

To jednak tylko zludzenie, ktérego przyczyna jest to, ze 2'0 = 1024 jest nieztym
przyblizeniem liczby 1000. Mnozenie liczby przez 1000 polega przeciez na
dopisywaniu trzech zer na koncu jej zapisu dziesietnego i nie ma najmniejszego
wplywu na poczatkowy fragment tego zapisu. Gdy wielokrotnie mnozymy przez
1024, drobne i poczatkowo niezbyt istotne dodatki z koncowych fragmentéw
zapisu dziesietnego zaczynaja kumulowacé si¢ i wzbiera¢, rozlewajac sie stopniowo
coraz dalej w lewo. Gdybym wypisal wyzej piaty wiersz poczatkowych cyfr poteg
dwojki, to zamiast szostki bytaby w nim siédembka.
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Rozwigzanie zadania M 1271.
Oznaczmy przez X, Y, Z odpowiednio
srodki odcinkéw KN, LM, KM.

Poniewaz trojkaty AKN oraz CLM sa
prostokatne, wiec

1 1
AX = EKN oraz CY = EJ\JL.

Ponadto, korzystajac z twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa,
otrzymujemy
1 1

XZ = EJ\/IN oraz ZY = EKL.
Wobec tego KL+ LM 4+ MN + NK =
=2(AX+XZ+ZY +YC) 2 2AC =
=22. Wybierajac punkty K, L, M, N

jako $rodki odcinkéw AB, BC,CD, DA,

otrzymujemy kwadrat K LM N
o obwodzie 2\/5.

Zatem najmniejszg mozliwg wartoscia,

jaka moze przyjaé obwédd czworokata
KLMN, jest 2/2.

Aby wykazaé, ze sibdemka jest poczatkowa cyfra nieskonczenie wielu poteg
dwdjki, trzeba wyjé¢ poza krag najprostszych eksperymentéw i zrozumied,

co to znaczy, ze zapis dziesietny liczby 2" zaczyna si¢ od siddemki. Otéz,

jest tak wtedy, gdy 2" znajduje si¢ miedzy dwiema liczbami: pierwsza z nich
jest siodemka z pewna iloscia zer, a druga — 6semka z taka sama liczba zer.
Wiszystkie liczby miedzy tymi dwiema zaczynaja si¢ od siddemki. I na odwrot,
kazda liczbe, ktéra ma za pierwsza cyfre siodemke, mozna wstawi¢ w jeden

z przedzialéw o koncach 70...0180...0 (zer jest w obu liczbach tyle samo).

Teraz, zeby bylo poreczniej, uzyjmy symboli: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2"
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego naturalnego £ mamy

7-10% < 2" < 8- 107
Aby dostaé¢ prostszy, rownowazny zapis, logarytmujemy te nieréwnosci
stronami (przy podstawie 10); daje to najpierw k +log7 < nlog2 < k + log 8,
a ostatecznie

log 7 < nlog2 — [nlog2] < log8.

Mozemy tak napisaé, gdyz 0 < log7 < log8 < 1 i dlatego k (liczba cyfr 2"
zmniejszona o 1) jest czescia catkowita liczby nlog 2.

Poszukiwanie poteg dwojki z pierwsza cyfra 7 jest wiec tym samym, co
obserwowanie kolejnych wyrazéw ciagu a, := nx — [nz], gdzie x = log 2,
an=0,1,2....

Gdyby np. wziaé¢ x = 41/137, ciag a,, czesci utamkowych kolejnych wielokrotnosci
bylby okresowy: wyrazy o numerach rézniacych sie¢ o 137 bytyby réwne. Podobnie
bytoby dla kazdej liczby wymiernej x. Jednak log 2 nie jest liczbg wymierna:
gdyby log 2 byt réwny p/q, to wprost z definicji logarytmu mielibyémy 107/7 = 2,
czyli 10P = 29, co jest niemozliwe (lewa strona dzieli si¢ przez 5, a prawa nie).
Kluczowa dla nas konsekwencja niewymiernosci x = log 2 jest to, ze wszystkie
wyrazy ciggu a,, sa rézne. Gdyby bowiem bylo a,, = a,, dla jakich$ numeréw
n # m, to przeksztalcajac réwnos$é nx — [nz] = ma — [ma], zapisaliby$my z jako
ulamek o liczniku i mianowniku catkowitym,

. [nx] — [mm]’

n—m

a wiemy juz, ze x = log 2 takim utamkiem nie jest.

Te dwa spostrzezenia pozwalajg zrozumie¢ wszystko do konca. Podzielmy najpierw
odcinek [0, 1] na m réwnych przedzialéw, wybierajac m tak, zeby dlugo$é kazdej
czesel byla mniejsza niz log 8 — log 7 (wystarczy w tym celu wzia¢ m = 18).
Zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta ktore$ dwie sposrod aq, as, ..., ama1
— powiedzmy ag 1 asqx — naleza do tego samego przedzialu dtugosci 1/m.
Jak otrzymaé asyx, gdy znamy as? Nietrudno to wymyslié: a,, jest czescia
utamkowa nz, wiec jesli staniemy na osi liczbowej w punkcie as, zrobimy k krokow
dhugosci z w prawo i zmierzymy odleglos¢ od ostatniej minietej liczby catkowitej,
to otrzymamy czesé utamkowsq liczby as + kx, ktora jest rowna czesci utamkowe;j
liczby as + [sz] + kx = (k + s)x, tzn. réwna as4 k. A to znaczy, ze

kx = (k+ s)x — [sz] —as = [(k + s)x] — [sx] + as4k — as
jest suma liczby calkowitej | = [(k + s)z] — [sz] i ulamka u = as1p — as. Moze
zachodzi u > 0, a moze u < 0. Tego nie wiemy i na szczescie jest to nieistotne.

Na pewno jednak modutl u nie przekracza 1/m, bo as i asyp wybraliSmy z tego
samego krotkiego przedziatu.

Dla wygody wyobrazmy sobie teraz, ze o$ liczbowa zostala nawinieta na okrag
dlugosci 1, jak nierozciagliwa ni¢ na szpulke. W wyniku tej operacji sklejone
zostaly konce odcinka [0, 1], a takze wszystkie liczby catkowite. Przesunieciu

o x na nitce-osi-liczbowej odpowiada obrét szpulki-okregu o kat réwny

katowi $rodkowemu opartemu na tuku dtugosci z, czyli méwiac po szkolnemu

i nie bawiac si¢ w radiany, o kat 3602 stopni. Przesunieciu o kx, czyli k-krotnemu
przesuniegciu o x, odpowiada kolejne wykonanie k£ takich obrotéw, czyli obrét

o 360kz stopni. Wiemy juz, ze jest kx = + u, tzn. 360kz = 360! + 360u,
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Rozwigzanie zadania F 759.

Predkos¢ piteczki jest najwieksza w chwili
zderzenia ze Sciankg. Predkosé ta jest
prostopadla do §cianki, z ktérg piteczka
si¢ zderza. Z symetrii problemu mamy, Ze:
gt -
Umax = ~ 7 m/s.
2sina
Predkos¢ piteczki bedzie najmniejsza
w chwili, gdy osiggnie ona najwieksza
wysoko$é, tzn. gdy bedzie ona miala
kierunek poziomy:

Usmiin = Vmax €08'@ ~ 5 m/s:

a obrét o 360! stopni dla calkowitego [ nic przeciez nie zmienia. Na naszej
zwinietej osi liczbowej przejscie od as do asyk, a takze od jakiegokolwiek

a; do aj;yk, polega wiec na obrocie o kat 360u stopni. Moze w lewo, a moze

w prawo; tego nie wiemy. Dowcip polega jednak na tym, ze liczba u ma niewielki
modut i dlatego k wyjsciowych obrotéw daje obrét o niewielki kat. Zauwazmy:
dobierajac wezesniej odpowiednio duzg liczbe m, mogliby$émy sprawi¢, ze bytby
to obrét o kat mniejszy od dowolnie ustalonego.

Na szpulce-zwinietej-osi jest tuczek-przedzial (log 7,log 8). Dla dowolnego j
liczby a;,aj1k,ajiak itd. przedzielone s tukami okregu dtugosci [u| < 1/m.
Ponadto, wszystkie te liczby sa rézne; stwierdziliSmy to juz dawno. MoglibySmy
je zaznaczy¢ oléwkiem, stawiajac na okregu kropki w regularnych odstepach,
tak, jak podzialki na zegarku — tzn. prawie tak, bo wszak zatoczywszy oldéwkiem
koo, nie trafiliby§my ponownie w to samo miejsce. Przedzial (log 7,log 8) jest
dluzszy niz odstep miedzy sasiednimi kropkami. Zatem ktéras kropka wen
wpadnie. Jesli bedziemy zaznaczaé kropki bez kofica, to za kazdym pelnym
obiegiem co najmniej jedna z nich znajdzie sie na tuku miedzy log 7 a log8.
Zatem do przedziatu (log 7,log 8) nalezy nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu a,.
Nieskoficzenie wiele poteg dwjki zaczyna sig¢ od siédemki.

Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla dowolnego przedziatu (o, 3),
gdzie 0 < a < @ < 1. Wystarczy tak dobraé liczbe m, zeby ,chodzi¢ w kétko
odpowiednio drobnymi kroczkami”. Nietrudno stad wywnioskowaé, ze kazdy
skoficzony cigg cyfr pojawia sie na poczatku zapisu dziesietnego nieskonczenie
wielu poteg dwdjki. Kto zechce, dopracuje szczegdly.

Czytelnik spostrzegl zapewne, ze im przedzial (o, 8) krétszy, tym wiecej
potrzeba w powyzszym rozumowaniu wyrazéw ciagu a,, zeby ktérys z nich do
tego przedzialu trafil. Po chwili namystu mozna wysunaé przypuszczenie, ze
liczby a, powinny trafia¢ do przedziatu (o, ) z grubsza proporcjonalnie czesto
do dlugoéci tego przedziatu. Tego juz nie udowodnimy, ale prawda jest, ze ciag

#{an :1<n< N, a, € (a,ﬁ)}’
N

ma dla N — oo granice réwng 8 — «, czyli owo naturalne przypuszczenie
jest jak najbardziej stuszne. Jest to twierdzenie Bola, Sierpinskiego i Weyla
o réwnomiernym rozkladzie. Wynika zen, ze czestosci poczatkowych cyfr
liczb 2™ sa nastepujace: 30,1% jedynek, 17,6% dwdéjek, 12,5% tréjek,
9,7% czworek, 7,9% piatek, 6,7% szostek, 5,8% siédemek, 5,1% dsemek i zalosne
4,5% dziewiatek (prosze nie dodawaé, bo bledy zaokraglen wyjda na jaw).

Takie same sa czestosci, z jakimi 1,2, ...,9 wystepuja na poczatku k™, gdy log k
jest niewymierny, a wiec gdy k nie jest potega dziesiatki. Na trop tego zjawiska
wpad! w 1881 roku Simon Newcomb, astronom i matematyk, zauwazywszy, ze
tablice logarytmiczne sa bardziej wytarte na poczatkowych stronach. To samo
wykryt pét wieku pézniej Paul Benford, fizyk zatrudniony w firmie General
Electric. Tak zwane prawo Benforda orzeka, ze w réznych pochodzacych

z zycia zestawach danych czestoSci poczatkowych cyfr sg wlasnie takie. W USA
urzedy skarbowe i inni tropiciele oszustw finansowych z powodzeniem uzywaja
prawa Benforda w walce z tymi, ktérzy zamiast czytaé¢ Delte, wola np. seryjnie
falszowaé czeki i zbyt czesto wpisuja na nich kwoty z dziewiatka na poczatku
(bo w ich banku — poczgwszy od 10000 — potrzebny jest przy wyplacie
dodatkowy podpis kontrolera).

Kto lubi wygode, plynaca ze stosowania odpowiedniej maszynerii, a roczny wyktad
analizy matematycznej ma za soba, niech zajrzy do ksiazki Fomina, Kornfelda

i Sinaja o teorii ergodycznej (polski przeklad ukazal sie w 1987 r.), odszuka
podrozdzial po$wiecony réwnomiernemu rozkladowi, a nastepnie sam udowodni
twierdzenie Bola, Sierpinskiego i Weyla w paru linijkach (duzo tresciwszych niz
méj rozgadany tekst). To dzieki temu twierdzeniu wiedziatem, ze wystarczy
obejrzeé ledwie kilkadziesigt milionéw poteg dwdjki, zeby na poczatku jednej

z nich znalezé wlasciwg date. Gdyby Redaktor urodzit si¢ np. 17 marca, zadanie
byloby trudniejsze, a ja musialbym dluzej nie uzywaé laptopa do pracy.
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