Zadanie o 20 prostych

Joanna JASZUNSKA

Czesto w zadaniach geometrycznych nalezy wykazaé, ze w jednym punkcie

przecinaja sie pewne trzy proste, czasem — ze nieskonczenie wiele. Tym razem

prostych ma wspolny punkt.
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@ 1 4 zadanie chyba do$é nietypowe, bo polegajace na wykazaniu, ze pewnych 20

< Najpierw jednak dwa fakty pomocnicze: twierdzenie o prostej Eulera i zadanie
o trapezie. W ich dowodach przydadza sie jednokladnosci, o ktérych byla mowa

Jednokladnosé Jg o érodku O i skali

k # 0 to przeksztalcenie geometryczne
plaszczyzny, ktére punktowi A przypisuje
punkt A’ = ._’7(’; (A) spelniajacy warunek
RN _

OA" =k-OA.

Srodek ciezkosci tréjkata to punkt
przecigcia Srodkowych, dzieli on kazda
z nich w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzchotka.

Ortocentrum tréjkata to punkt przecigcia
wysokosci.

w poprzednim deltoidzie.

Twierdzenie o prostej Eulera. W trgjkgcie ABC punkt O jest srodkiem
okregu opisanego, punkt S jest Srodkiem ciezkosci, a punkt H jest ortocentrum.
Wowczas punkty O, S, H lezqg, w tej wlasnie kolejnosci, na jednej prostej, zwanej
prostq Eulera (rys. 1). Ponadto zachodzi réwnoéé SH =2 - SO.

Dowdd. Rozwazmy jednoktadno$é o srodku w punkcie S i skali —2. Obrazem
srodka boku AB jest wierzchotek C' trojkata. Stad obrazem symetralnej
boku AB jest prosta do niej réwnolegla (wiec prostopadia do AB)

i przechodzaca przez C, czyli wysokos¢ CH tréjkata. Analogicznie jest dla

pozostatych symetralnych, wiec obrazem ich punktu przeciecia O jest punkt
przeciecia wysokosci H. Wobec tego punkty O, S, H leza na jednej prostej, w tej
kolejnosci (bo skala jednokladnosci jest ujemna) oraz SH =2 SO. O

Rys. 1. Prosta Eulera.

Zadanie o trapezie. Przekatne trapezu Hi H2S5551
przecinaja sie w punkcie P, przedluzenia zas ramion
H,51 i HySy; w punkcie O. Wykaz, ze prosta OP
przechodzi przez srodki podstaw trapezu.

H, M Hy
Rys. 2

R. Oznaczmy przez M i S punkty przecigcia prostej
OP 7z podstawami odpowiednio HyHy 1 S1.55

(rys. 2). Podstawa H; Hy wraz z punktem M jest
obrazem podstawy S7.52 z punktem S w pewnej
jednokladnosci prostej o srodku O, a takze w pewnej
jednoktadnosci odwrotnej o érodku P. Stad
HlM/HQM = SlS/SQS’ oraz HlM/HQM = 525/515
Zatem S15/525 = 555/51S, czyli $1.5 = 525, wiec tez
H\M = HyM. O
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Zadanie o 20 prostych. Na okregu danych jest szes¢
punktow. Wybieramy pewne trzy z nich i przez H;
oznaczamy ortocentrum wyznaczonego przez nie
trojkata 11, przez So za$ — srodek cigzkosci tréjkata Th
wyznaczonego przez pozostalte trzy z danych punktéw.
Udowodnij, ze wszystkie mozliwe otrzymane w ten sposéb
proste H1.S5 przechodza przez pewien ustalony punkt.

R. Oznaczmy dodatkowo przez S; Srodek ciezkosci
trojkata T, zas przez Ho ortocentrum trojkata Ts.
Zauwazmy, ze dany okrag jest opisany na obu
rozwazanych tréjkatach. Zatem jego srodek O oraz
punkty S7 i H;y leza na prostej Eulera, w tej wtasnie
kolejnosci, i S1H; = 2 - 510; analogicznie dla O, S, Hs.

Skoro

S1Hy - SoHy

S0 T 80’
to, z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa,
HyH,555, jest trapezem. Srodek ciezkoéci S wszystkich
szesciu danych punktéw jest $rodkiem odcinka S7.S55.
Oznaczmy P — punkt przeciecia S1Hsy z SoHy oraz M
— érodek odcinka HyHs. Z zadania o trapezie wiemy, ze
punkty O, S, P i M leza na jednej prostej. Wobec tego
mamy sytuacje jak na rysunku 2.

7 twierdzenia Talesa
H1H2 - OH1 —3
5159 0S, ’
zatem Jp°(S1S9) = HoHy oraz J3(S1S) = Hy Hs.
Stad PM =3 PS oraz OM = 3-0S, wiec

1 1 . =2 3 =
PS:Z-SM:ZQ-OS, czyli OP=§~OS.

Zatem potozenie punktu P, przez ktory przechodzi
prosta H1Ss, zalezy tylko od punktéow S i O, a nie od
poczatkowego wyboru wierzchotkéw tréjkata T4. O

Prostych jest rzeczywiscie 20, gdyz kazda odpowiada
wyborowi pewnej tréjki z szesciu punktéw, co mozna
zrobi¢ na (g) = 20 sposobo6w.



