Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Lista uczestnikow ligi zadaniowej Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
Klub 44M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
583 (WT = 1,45) i 584 (WT = 1,54)
z numeru 6/2009
Jerzy Cislo 6-44,31 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Marek Prauza 3-42,39
Tomasz Warszawski — 2-42,26 595. Na bokach AB, BC, C'D, DA czworokata wypuklego ABCD odlozono

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2010

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 595, 596

Zbigni li 1-42 o . . ,

TEEZ;ZWTE;I;S L 41’22 odcinki AK, BL, CM, DN jednakowej dtugosci. Dowiesé, ze jezeli czworokat

Tomasz Wietecha 7-37,49 KLMN jest kwadratem, to takze czworokat ABCD jest kwadratem.

Witold Bednarek 4-36,92 L . . . . , Lo

Franciszek S. Sikorski 35,70 596. Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m,n obliczy¢ najwickszy

Wojciech Maciak 35,69 wsp6lny dzielnik liczb u = (n +1)™ —n oraz v = (n+ 1) — n.

Barttomiej Dyda 4-34,68

Lukasz Garncarek 1-33,48 Zadanie 596 zaproponowal pan Witold Bednarek z FLodzi.

Adam Woryna 2-32,71

Andrzej Daniluk 2-29,74 . . ,

Jan Czardybon 20,57 Rozwigzania zadan z numeru 10/2009

Zbigniew Skalik 1-29,36 P . tregé dat:

Jacek Jendrej 27,67 rzypominamy tre$¢ zadan:

Joachim Jelisiejew 27,50 587. Dana jest liczba dodatnia a < 1/2. Okreslamy ciag (x, ) wzorami:

Joanna Bogdanowicz 26,02 B B 2 .

Michal Kieza 3-23,58 x1=1, @ny1 =2, —az; dlan =1

Wojciech Swieboda 23,15 Dowies¢, ze cigg (nxy,) jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.

Pawel Labedzki 23,04 o R Cos , .

Tomasz Choczewski 22,41 588. Wykazad, ze dla kazdej liczby natura‘lnq n =1 ‘rownanlc

Michal Miodek 21,18 2? + oy +y* = 13"

Andrz?j Dorobisz 20,89 ma rozwiazanie w liczbach catkowitych z, y.

Piotr Zmijewski 1-20,21

Piotr Kumor 10-20,13 587. Funkcja x — x(1 — ax) odwzorowuje przedzial (0;1) w siebie, wiec (x,)
Legenda (przykladowo): stan konta jest ciagiem liczb dodatnich. Jest to ciag malejacy (x,, — xp11 = az?), zatem

4-36,92 oznacza, ze uczestnik juz
czterokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (piatej) rundzie ma 36,92
punktéw.

zbiezny. Jego granica ¢ spelnia réwnanie g = g(1 — ag), czyli jest réwna zeru.
WeZzmy pod uwage ciag (y,) o wyrazach yo = 1,
Liste otwiera Jerzy Cislto, ktéry Yn = 1 _ i dla n > 1.

zgromadzil na swoim koncie 44 punkty Tn+1 In
juz po raz siédmy!

7 przeksztatcenia
Zestawienie obejmuje wszystkich 9

uczestnikéw ligi, ktérzy spelniajg Yn = Tn — Tntl — axy, — a
. . n — - -
nastepujace dwa warunki: TpTn41 gcn(xn - am%) 1-— ATy,

— stan ich konta (w aktualnie widaé, ze y, — a. Zatem liczba a jest tez granica ciagu o wyrazach
wykonywanej rundzie) wynosi

—1

co najmniej 20 punktéw; Yo+ yr + ... +Yn—1 1 < 1 1

— przyslali rozwiazanie co najmniej =—|1+ E - —
jednego zadania z rocznika 2007, 2008 n n =1 Th+1 T

lub 2009.
1 1 1 1
Nie drukujemy wigc nazwisk tych =—(14+|——-— = —.

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli A to ZNAaczy, ze NTy, — 1/(1
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigléwek, 588, Przeksztalcenie liniowe (' = 42+ y, ¥’ = —z + 3y) indukuje

jego nazwisko automatycznie wréci na . : _ 2 2.
liste. Serdecznic zapraszamy! przeksztalcenie formy kwadratowej Q(x,y) = == + axy + y*:

Weterani Klubu 44M (w kolejnosci Q(xlv y/) = (4:[ + y)2 + (4(E + y)(—x + 3y) + (_‘T + 3y)2 = 13Q(x7 y)

uzyskiwania statusu Weterana):

1 Tanowica (8). B Kaminaki (5), Para liczb xg = 0, yo = 1 spelnia réwnanie Q(xo,y0) = 1. Rekurencja

M. Gatecki (5), J. Uryga (4), (anrl = 4xn + Yny Ynt1 = —Tn + 3yn) okresla wobec tego Clag par liczb (xn, yn)a
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal, spelniajacych réwnania Q(z,,y,) = 13™.

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza, * * *
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P. Kumor (10), P. Gadzinski (7),
K. Jedziniak, J. Olszewski (11),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (7),

T. Jézefczyk, J. Witkowski (5), W. Bednorz,
B. Dyda (4), M. Peczarski, M. Adamaszek,
P. Kubit (4), J. Cisto (7), W. Bednarek (4),
D. Kurpiel, P. Najman (4), M. Kieza,

M. Kasperski, K. Dorobisz (jesli uczestnik
przekroczyt bariere 44 punktéw wiecej niz
trzy razy, sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44M
(alfabetycznie):

sdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, P. Jedrzejewicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,
S. Solecki, T. Warszawski, A. Woryna,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: T. Bieganski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, A. Dzedzej, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Garncarek,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, A. Idzik, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, A. Jézwik, K. Kaminski,
G. Karpowicz, J. Klisowski, J. Kraszewski,
A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

M. Lupiezowiec, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikula, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, Z. Skalik,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, T. Tkocz, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
7. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 569 [Czworokat ABCD wpisany w okrag;
srodek O, érednica AB; ABNCD = {P};
o(OBC)No(ODA) ={0,Q} = 0Q L PQ]
(wspdlezynnik trudnosci WT = 2,43; liczba poprawnych
rozwiazan LPR = 12). Ile prac, tyle metod. Tu sie
mozna byto popisaé¢ erudycja: prosta biegunowa plus
inwersja (A. Dorobisz), inwersja plus okrag Feuerbacha
(J. Olszewski), okrag Feuerbacha plus twierdzenie
Desargues’a (K. Dorobisz), osie potegowe (firmowo).
Mozna tez bylo, catkiem elementarnie, przeprowadzié¢
staranny rachunek na katach — krétko i zgrabnie

(J. Cisto, A.
D bardziej uciazliwie (dalsze
kilka prac). A popatrzmy,
jak to zadanie zrobit

Janusz Olszewski jest bohaterem tego sezonu ligi matematycznej. Jedenascie
pelnych rund — jedenascie razy 44 punkty, absolutny rekord. Po pierwszych
nadestanych rozwiazaniach (5/1990) — uczestnictwo poczatkowo nieregularne,
ze sporymi przerwami. Ale przez ostatnie pare lat rytm jest ustabilizowany:

co dwanascie numeréw — kolejne przekroczenie bariery 44. Serdecznie
gratulujemy! Panie Januszu, tak dalej trzymaé! Jeszcze maly wysilek, trzy
razy tyle, co dotad, i bedzie 44 x 44.

Jedenascie to spora liczba. Jednak przegrywa z liczba czternascie — a tyle rund ma
na swym koncie inny, doskonale nam znany uczestnik obu lig — matematycznej
i fizycznej, pan Tomasz Wietecha. W kazdej po siedem rund. Imponujacy
wynik. Serdecznie gratulujemy! Dzigkujemy za juz, prosimy o jeszcze. I czekamy
na godnych nasladowcéw pana Tomasza w dwuboju.

Teraz cos innego. Jeden z Czytelnikow wyrazit w swoim lidcie prosbe ,zeby
omowienie nie przebiegalo pod hastem: co znowu spieprzyt redaktor ligi”. Tak
sie fortunnie sklada, ze da sie te prosbe spelni¢ w sposéb wrecz doskonaly —
piszac mianowicie, co sie redaktorowi udato nie spartaczyé. Otéz znalazto sie
wér6éd nadestanych propozycji zadanie o wielodcianie (ostrostupie) majacym
sfer¢ wpisana, spetlniajaca pewne warunki. Nalezato wykaza¢, ze suma dwbch
katéw spelnia jaka$ nieréwnosc.

Proponowany dowdd byt poprawny, zadanie znalazto uznanie, i dopiero na etapie
korekty redaktor ligi spostrzegl, ze jest w stanie rowniez uzasadnié nieréwnosé
odwrotna. A takze kazda inng teze, bowiem zalozenia sa sprzeczne; wieloScian,
spelniajacy podane warunki, nie istnieje. Zadanie zostato w ostatniej chwili
wymienione — choé¢ wtasciwie mogloby pdjsé: od strony formalno-logicznej btedu
przeciez nie ma. Jednak chyba lepiej, ze nie poszlo.

I taka refleksja: jakby to bylo pieknie, gdyby redaktor ligi mégt przyrzec,

ze juz nigdy zadnej pomyltki nie popelni... Jednak redaktor zdecydowanie
odmawia zwiazania si¢ taka obietnica i zamiast tego przechodzi do omoéwienia
najciekawszych rozwigzan zadan, uogélnien rezultatéw oraz uwag uczestnikéw ligi.

za$ [UP"| . |[UV| = |UD| : |UM)|. Otrzymane
stosunki sa réwne, bo [UA| = |UD]| oraz
INA| = [VB| = [VC| = [MD|. Zatem P’ = P".

Zadanie 571 [Pionki na plaszczyZnie kratowej; start —
jeden pionek; ruchy — zastepowanie pionka przez dwa
pionki na wolnych polach przyleglych = istnieje zbidr
skonczony Z, w ktorym stale jakie$ pole jest zajete

(im mniejszy Z, tym lepsze rozwiazanie)] (WT = 2,71;
LPR = 6(87)). Bezbtedne dowody (K. Dorobisz,

A. Dzedzej, Z. Galias, J. Olszewski, W. Swieboda,
A. Woryna) identyczne z firmowym — niemalejacy
po6iniezmiennik: suma liczb 27111~171 po zajetych polach
(i,7); jeszcze dwie ,zasadniczo dobre” prace z usterkami
(niedopracowane uzasadnienia lub niedokladnie
odczytana tresé).

Woryna) lub

Michat Kieza:
Ta metoda pozwala wskazaé zbiér Z (o jaki chodzi), majacy

Styczne do danego okregu w punktach
A, B, C, D wyznaczaja pieciokat ABVWU z katami
prostymi A i B (rysunek; przyjmujemy |AU| > |BV]).

57 pol. Czy da sig¢ znalez¢ mniejszy? Krzysztof Dorobisz
zdotal zejsé do 52, biorac zbidr ztozony z pdl (i, j), gdzie
|i| + |7] < 5, z usunietymi polami (£5, 0), (£4,0), (0, £5),
(0,+4) oraz (1, 4); uzasadnienie w szczegdlach — uciazliwe.

Odcinki OU i OV sa érednicami okregéw ODA i OBC;
ich wspdlna cieciwa OQ tworzy katy proste

z odcinkami QU, QV, wiec @Q € UV i wystarczy
wykazaé, ze proste AB, UV, DC' maja punkt

wspélny. Niech ABNUV ={P'}, DCNUV ={P"}
iniech M e UD, N e UA: MV || DC,

NV || AB; wtedy |[UP'| : [UV| =|UA]| : |UN|,
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Ciekawe, jak wyglada minimalny taki zbior Z ...

Zadanie 574 [Czworoscian; sfery dopisane styczne do
Scian w $rodkach okregéw wpisanych = czworoécian
foremny] (WT = 2,64; LPR = 7). Rozwiazanie
firmowe (analiza katéw plaskich na $cianach), podane
przez autora zadania (M. Kieza), znalezli takze:

J. Cislo, A. Dorobisz, T. Warszawski. Natomiast



K. Dorobisz, J. Olszewski, A. Woryna uzasadniaja
najpierw rowno$¢ wszystkich katéw dwusciennych,
a stad juz niedaleko do tezy.

Zadanie 576 [A, G — érednie (arytm., geom.)

liczb a,b,c > 0 = A — G < max(u,v,w), gdzie
u=(b-Ve) v=(Ve—va)’ w=(Va—vb)?
(WT = 1,55; LPR = 15). Wielu uczestnikéw dowodzi
nieréwnosci nieco mocniejszej: A — G < (u+ v+ w)/3.
Inne ciekawe jej wzmocnienie wskazuje Andrzej Daniluk
(bez pelnego dowodu, ktéry wszelako latwo uzyskaé przez
modyfikacje rozwiazania firmowego): réznica A — G lezy
miedzy 1/3 a 2/3 liczby max(u, v, w).

Adam Woryna daje uogdlnienie na n liczb
A1y eyQp 2 0:

%Zai - (H ai)l/n < r?gjx(\/a_z - \/a_j)2;

dowdd za dlugi, by go tu przytoczyé.

Zadanie 578 [a, = \/1 214 (- DVt
lima, =7 (WT =2,39; LPR = 8). Bezbtedne
rozwiazania: J. Cislto, A. Daniluk, P. Drobinski,
K. Kaminski, J. Olszewski, T. Tkocz, A. Woryna
oraz K. Dorobisz. Poza ostatnim z wymienionych,
wszyscy robili to podobnie, przy tym prosciej niz
w rozwiazaniu firmowym. Przy dos$¢ znacznych
réznicach w opracowaniach — wspélna idea: rozwaza sie¢
dwie nieskoniczone macierze [by k|, [cnk] (n >k > 1),
generowane przez jednakowsa zalezno$¢ rekurencyjna
kb e = b2 5y — 1,
oraz warunki brzegowe by, ,, =
sprawdzié, ze wowczas

2
kCn’k =Cnk—1— 1
1, epn = n + 2; tatwo

bp1 = ay cnip=k+2 dlan>k>1
Jasne, ze 1 < by < cpp dlan >k > 1. Réznymi
sposobami mozna teraz szacowaé roznice
dp. i = Cn,k — bn ik, Na przyklad tak:

kdn,k: = (Cn,kfl + bn,kfl)dn,kfl > (k + 2)dn,k71~
Wymnazajac te nieréwnosci dla k =2,...,n
(przy ustalonym n > 4), skracajac co sie da
oraz uwzgledniajac zwigzki d,, , = n + 1,
0 <dp,1 =3 — an, dostaje sie dwustronne oszacowanie
3—-6/(n+2) < a, < 3 1iwynik lima, = 3.

oraz

K. Kaminski zauwaza, ze (nieco ogdlniej) b, — k + 2
przy n — oo i ustalonym k.

Ciekawe uogoélnienie znajduje J. Olszewski, dowodzac,
ze réwnanie funkcyjne f(z)? = zf(z + b) + ax + (a + b)?
(ze stalymi a,b > 0) ma w klasie funkcji f: Ry — Ry
jedyne rozwiazanie f(z) = x + a + b; wykorzystuje
technike zastosowang w rozwiazaniu zadania

ligowego, budujac ciag funkcji dany przez rekurencje
fns1(x)? =z fn(z+b) +az + (a+ b)2

Zadanie 580 [f:R — R ciagla, Z(m,y,z)—cykl flx+
fly+2)=0= f=7 (WT =255, LPR=9).
Wszystkie rozwigzania podobne do firmowego. Na
uwage zashiguje eleganckie dopracowanie koncowki

(A. Woryna) — po uzyskaniu réwnosci f(0) = 0 oraz

(%) f(x) = =2f(f(x))
21

mamy przypadki: gdy ciagla funkcja f jest nieograniczona
z goéry lub z dotu, to zbiér jej wartosci zawiera przedzial
(0;00) lub (—o0;0) i wobec (%) zawiera tez drugi

z tych przedzialow; zatem f jest ,na” i wzér (x) daje
f(z) = —x/2. Gdy za$ f jest ograniczona i z géry

i z dotu, to funkcja h(xz) = x + f(2z) jest ,na”; woéwczas
wyjéciowe réwnanie z x =y = z daje f(h(z)) =0, wiec
f jest tozsamosciowo réwna zeru.

Mozna pytaé o istotnosé zalozenia ciagtosci f. Autor
zadania, pan Tomasz Tkocz, zwrdcit uwage, ze jesli f
spelnia zadane réwnanie, to funkcja g(x) = f(x + f(—2))
jest addytywna (co nietrudno sprawdzié¢, ktadac

z = —z —y). Wiadomo, ze bardzo slabe zalozenia

o regularnosci funkcji addytywnej g gwarantuja jej
liniowos$¢ (skad, znéw nietrudno, choé nie natychmiast,
f(z) = —x/2 lub f(x) = 0). Zatem kazde zalozenie

o funkcji f, ktére implikuje dowolne z owych ,bardzo
slabych zalozen” o g, wystarczy dla tezy zadania (na
przyklad: f nierosnaca = g nierosnaca = g liniowa, itp.).

Autor zadania zwierzyl sie tez, ze inspiracje
pomystu data (znana w geometrii rézniczkowej)
tozsamos$é¢ Jacobiego dla nawiasu Poissona:

Z(FG H)—cykl{F7 {G7H}} =0.

Zadanie 581 [|X|=n>4; Ay,...,An C X,
m=2""24+1= Hz,],k,l.|AmAijkmAl| < 1]

(WT = 3,31; LPR = 3). Najtrudniejsze zadanie

w tym sezonie. Dobre rozwigzania: M. Kieza,

J. Olszewski (istota dowodu, jak w rozwiazaniu

firmowym) oraz A. Woryna — odsylacz do

pracy P. Frankl, N. Tokushige, Weighted 3-wise

2-intersecting families, J. Comb. Th. (A) 100

(2002) (www.cc.u-ryukyu.ac.jp/ hide/publist.html),

z rezultatow ktérej wynika, ze przy podanych

zalozeniach istnieja wrecz trzy takie zbiory, ze

|A; N A; N Ag| <1 (dowody w tej pracy mocno

techniczne; liczne przypadki).

W kilku préobach rozwiazan ich autorzy wywodza

teze ze stwierdzenia, ze w ,najbardziej niekorzystne;j”
konfiguracji jest, jak trzeba — tyle, ze bez dowodu owej
skrajnej niekorzystnosci. Uzupelnienie tej ,ustereczki”
to dokladnie tyle, co zrobienie zadania.

Zadanie 584 [a,b,c > 0; U = chkl a?b, V = chkl ab?;
A= a3+ abc, B="0b%+abe, C = c® + abc =

VUV > abc+ YABC] (WT = 1,54; LPR = 10). Prawie
wszystkie rozwiazania jak firmowe, malo frapujace.

7 jednym wyjatkiem; oddajmy glos mistrzowi. Janusz
Olszewski: z nieréwnosci srednich dla tréjek liczb
ab?,bc?, ca® oraz aB/b,bC/c,cA/a wychodzi, ze

V > 3abc oraz 2V > 3V ABC, zatem prawa strona
dowodzonej nieréwnosci nie przekracza V'; przez
symetrie nie przekracza tez U, wiec i VUV. (!!)

I jeszcze uogélnienie dla ay,...,a, > O
jesli U =Y. qataf , V= Z al
J ircykl Piti4-10 i:cykl z Qi1
ok aktl 1 k=1 1
P = Hz :cykl 1 ’ Q Hz cykl( + azaz+1az+2) to

min(U, V) > = Lvg

(dowdd ta sama metoda).



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2010

1d

Rozwigzanie zadania M 1269.

Jesli liczby 2n? +1, 3n2 + 1 oraz 6n? +1
sa kwadratami liczb calkowitych, to takze
liczby (2n2 + 1) - 9n? = 18n* + 9n? oraz
(3n2 + 1)((57L2 +1) = 18n* +9n% +1 sa
kwadratami liczb catkowitych. Jednak
dwie kolejne liczby catkowite dodatnie
nie mogg by¢ jednoczesnie kwadratami
liczb catkowitych. OtrzymaliSmy
sprzecznosé.

Zadania z fizyki nr 492, 493
Redaguje Jerzy B. BROJAN

492. Pociag o masie 500 ton zostal rozpedzony na drodze 300 m od spoczynku
do predkosci 20 m/s przez lokomotywe, ktérej moc byla stata. Oblicz wartosé
tej mocy.

493. Sitomierz wazy 1 N i daje doktadne wskazania, gdy jest w pozycji
poziomej. Gdy zawieszono go za jeden koniec, wskazanie sitomierza bylo
rowne I, a gdy za drugi, wskazanie bylo rowne Fy. Czy zawsze musi by¢
spelnione réwnanie F; + F5 = 1 N7

Rozwigzania zadan z numeru 10/2009

Przypominamy tresé¢ zadan:

484. Oktadki kondensatora sa prostokagtami o wymiarach a i b, a odleglo$¢ miedzy ich srodkami

jest réwna d, przy czym d < a, d < b. Gérna okladka jest pozioma i nieruchoma, a dolna moze si¢
obraca¢ wokoét osi rownolegtej do boku b i przechodzacej przez jej érodek. Dolna oktadka jest sztywno
polaczona z pretem o dlugosci I, na koricu ktérego znajduje sie ciezarek o masie m (rysunek).
Naladowano kondensator do napiecia U. Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby
pionowe polozenie preta (kiedy okladki sa réwnolegle) bylo polozeniem réwnowagi trwalej?

485. Mamy trzy jednakowe ciala, ktérych cieplo wlasciwe jest stale (nie zalezy od temperatury),
a temperatury wynosza 100 K, 200 K i 300 K. Do jakiej maksymalnej temperatury mozna ogrzaé
jedno z tych ciat, jesli energia przeptywa tylko miedzy nimi, przy czym mozemy wykorzystywac
maszyny cieplne?

484. Wprowadzmy kat przechytu dolnej oktadki § oraz wspétrzedna pozioma x
(—a/2 <z < a/2). Jesli kat ¢ jest maly, to natezenie pola elektrycznego
kondensatora jest lokalnie takie, jak dla kondensatora plaskiego o odleglosci
oktadek réwnej d — zd, czyli
U U 6
F=—~—(1+—).
d—zd d ( + d )
Gestosé powierzchniowa tadunku na oktadce jest opisana wyrazeniem o = ggF,
a sile dF' dzialajaca ze strony gérnej okladki na jednostke powierzchni d.S
dolnej znajdziemy, mnozac o przez natezenie pola jednej okladki (czyli E/2).
7 dokladnoscia do wyrazéw liniowych w 9,
dF  gU 2 1 2x6
ds 242 d )’
Moment sily dzialajacej na dolng oktadke M obliczymy droga catkowania
o/2 dF eobU?a®s
M= b——adr = 22—
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Zwrot tego momentu sprzyja wzrostowi kata J, zatem réownowage trwala moze
zapewni¢ wigkszy moment sity ciezkosci cigzarka na koncu preta. Jest on réwny
mgld, wiec szukany warunek réwnowagi trwalej ma postac

12mgld® > obU?a3.

485. Oznaczmy temperatury poczatkowe jako T, T i T3, a koncowe jako
T}, T} i T4. Przy jednakowych i stalych cieplach wlasciwych z zasady
zachowania energii wynika réwnanie

T+ T+ T =T, + Ty + Ts.
Podczas dziatania doskonalej maszyny cieplnej kontaktujacej sie z termostatami
o temperaturach T; i T5 spelniona jest nieréwnosc¢
dQi  _d@»

T T
a uzyskana energia (praca silnika) moze by¢ zmagazynowana w celu zasilania
nastepnej maszyny cieplnej. Przy wymienionych poprzednio zalozeniach
dochodzimy do nieréwnoéci
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44F
po 481 zadaniach

Krzysztof Magiera (Losiéw) 1-35,98
Andrzej Nowogrodzki

(Chocianéw) 2 — 28,18
Michal Kozlik (Gliwice) 25,50
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 23,47
Jacek Konieczny (Poznan) 19,16
Jerzy Witkowski (Radlin) 2 — 16,54
Ryszard Wozniak (Krakéw) 13,77

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2007-2009 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 10 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Batla, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (9),
T. Wietecha (7), J. Lazuka, M. Wéjcicki
(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”:
J. Lipkowski, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Witkowski;

,jednokrotni”:

Borowski, P. Gadzinski, Z. Galias,
Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,
Kapcia, K. Magiera, B. Mikielewicz,

. Motyka, R. Musial, J. Piotrowski,
Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach,

. Szalast, T. Tkocz, P. Wach.

EHE R

réwnowaznej nieréwnosci d(In(7y)) > —d(In(7%)). Zatem d(T1T3) > 0,
tzn. iloczyn temperatur jest funkcja niemalejaca. Gdy maszyna cieplna
kontaktuje sie z trzema termostatami, ostatecznym wnioskiem jest nieréwnos$é

T\TyTs < T/ TT}.

Pozostaje nieco matematyki — nalezy wykazac¢, ze maksymalna warto$é¢ jednej

z temperatur (np. T5) wystepuje wtedy, gdy nieréwnosé przechodzi w réwnosé
(tzn. stosujemy idealne maszyny cieplne), a pozostale dwie temperatury sa sobie
réwne. Otrzymujemy réwnanie III stopnia wzgledem 7%, a wiec podamy tylko
rozwiazanie numeryczne: T4 = 330,5 K.

Jak co roku, przyjrzyjmy sie rozwigzaniom przystanym przez Czytelnikow
(a takze pomytkom redaktora rubryki).

Zadanie 466 [Hamowanie metra i pomiar czasu] (wspélezynnik trudnosei

WT = 1,03, liczba poprawnych rozwigzan LPR = 10). Warto$¢ WT, a takze
rekordowo duza (jak na lige fizyczna) liczba poprawnych rozwiazan wskazuja, ze
zadanie bylto bardzo tatwe. Zapewne nie nalezy sie¢ temu dziwi¢, gdyz wzory na
ruch jednostajnie zmienny naleza do najbardziej oklepanych w fizyce szkolnej.
Niezbedne przeksztalcenia algebraiczne byly jednak nieco uciazliwe; ciekawe,

ze akurat to nie sprawia naszym Czytelnikom trudnosci, chociaz zupelnie
elementarne zadania wymagajace jako$ciowego opisu réznych zjawisk fizycznych
nie cieszg sie taka popularnoécia.

Zadanie 467 [Obrét chmury elektronowej w polu magnetycznym| (WT = 2,71,
LPR =5). Spoéréd dobrych rozwiazan nalezy wyrézni¢ nadestane przez

p- Tomasza Wieteche — jedyne, w ktérym pole magnetyczne chmury

zostalo wziete pod uwage. Jego indukcja zostala nawet obliczona Scisle, choc
wystarczyto tylko zauwazy¢, ze wobec podanego zalozenia o nierelatywistycznym
ruchu elektronéw jest ono znacznie stabsze od pola zewnetrznego.

Zadanie 471 [Wzbudzenie obrotu naladowanego preta przez wlaczenie
przepltywu pradu w zwojnicy] (WT = 1,75, LPR = 2). W rozwiazaniu firmowym
pominieto powrotny strumien pola magnetycznego na zewnatrz zwojnicy, co

dla danych wartosci liczbowych bylo raczej uzasadnione, ale zastugiwalo na
dyskusje. Dobre rozwiazania nadestali J. Witkowski i M. Kozlik, a takze

T. Wietecha — to trzecie jednak byto spdznione i z tego wzgledu nie zostato
zaliczone do punktacji.

Zadanie 472 [Jako$ciowy wybor skali elektroskopu] (WT = 1,90, LPR = 5).
W rozwiazaniu firmowym ukrylo si¢ przeoczenie tak banalne, ze az
zawstydzajace — pominiecie zaleznosci sity Coulomba od odlegtosci miedzy
pretem a réznymi czeSciami listka. Uwzglednienie tego elementu daloby
zalezno$¢ miedzy ladunkiem elektroskopu ¢ a katem odchylenia listka ¢
w postaci

, sin®op

~

cosp’

czyli w poblizu ¢ = 0 skala elektroskopu powinna by¢ ,rozsunieta”. Sporo jest
tu jednak punktéw watpliwych, przede wszystkim — jak silna jest zaleznosc¢
od ¢ rozktadu tadunkéw na precie i listku? A czy grubo$é listka i preta nie
tagodzi wzrostu sity Coulomba dla matych ¢ na tyle, ze w praktyce podany
przez autora wybér skali jest moze jednak prawidlowy? Nie da sie ukry¢,

ze zadanie bylo trudne, a rozwiazanie firmowe — niedopracowane, poczucie
sprawiedliwoéci nakazuje wiec poblazliwo$¢ wobec niepewnych elementow

w pracach Czytelnikow.
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