Jas i magiczna fasola

Dwa warianty tej samej bajki

Bajka opowiada historie tytutowego Jasia, syna biednej
wdowy. Pewnego dnia matka wysyla Jasia na targ, aby
sprzedal ostatnig krowe, ale Jas wymienia jg na magiczne
fasolki. Rozztoszczona matka wyrzuca nasiona za okno,

a nastepnego dnia wyrasta z nich gigantyczna roslina, ktora
siega az do chmur. Jas wspina sie po lodydze fasoli ku
niebu, az dociera do wielkiego zamku zamieszkiwanego przez
olbrzyma. (...)

No wtasnie — dociera, ale czy aby na pewno? Nasuwa si¢
pytanie, czy Jas ma szanse dostac sie do zamku olbrzyma,
jezeli predkosé jego wspinaczki jest duzo, duzo mniejsza
niz tempo rosniecia fasoli. Rozwazmy nastepujacy model
fizyczny sytuacji, przedstawiony za pomoca zadania:

Nieskonczenie rozciggliwa guma ma jeden koniec
przyczepiony do Sciany, drugi zas jest ciagniety

z predkoscia 1 m/s. Poczatkowo guma ma 1 m dlugosci.
Robak, poczatkowo bedacy przy Scianie, zaczyna
pelznaé wzdluz gumy z predkoscig 0,001 cm/s. Czy
robak kiedykolwiek dotrze do konca gumy? Jesli tak, to
po jakim czasie?
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Rozwigzanie dla informatyka

1m/s

Na poczatek przeformulujemy zadanie tak, by dalo sie

ono opisa¢ jako sekwencja skonczonej liczby prostych
krokéw. W tym celu wyobrazimy sobie, ze, zamiast pelznac
jednostajnie wzdluz gumy, robak odczekuje sekunde,
patrzac na rozciggajaca si¢ gume, po czym wykonuje
natychmiastowy skok do miejsca, gdzie znalaztby si¢ po
kolejnej sekundzie, gdyby guma si¢ nie rozciagata. W miejscu
tym czeka cierpliwie przez sekunde, podczas kiedy guma si¢
wydluza, a nastepnie wykonuje kolejny skok. .. Przy takim
ruchu robak porusza si¢ nieco wolniej, nizby wynikalo to

z tresci zadania — w poréwnaniu z robakiem pelznacym
jednostajnie prawie zawsze znajduje si¢ blizej $ciany, gdzie
predkosci punktéw gumy sa mniejsze. Oznacza to, ze
schemat skokowego ruchu robaka opisany powyzej moze daé
nam goérne oszacowanie na czas ruchu robaka.

W czasie jednej sekundy robak przeskakuje o 0,001 cm,
a guma wydluza si¢ o 1 metr. Oznaczajac przez p[n]
odlegtosé robaka od $ciany po uptywie n sekund,

z powyzszych rozwazan otrzymujemy wzér rekurencyjny

p[1] = 0,00001m,
pln] = (%)p[n — 1]+ 0,0000lm dla n > 1.

Rozwijajac ten wzér, mamy kolejno
p[1] = 0,00001m,
p[2] = (%) -0,00001m + 0,00001m =

2 2 1
= 0,00001m - (I + 5) = 0,00001m - 2 - (1 + 5),
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p3] = (%) -0,00001m - (% + ;) +0,00001m =
3 3 3
= 0,00001m - (I +5+ §> =

1 1
= 0,0000Im - 3 - (1-!— s —)

i tak dalej. Ostatecznie otrzymujemy wzor

p[n] = 0,00001m - n - (z”: %)

i=1
Suma po prawej stronie rownosci, czyli logarytm
harmoniczny, zawiera sie w przedziale (In(n),In(n) + 1).
Po n-tym kroku dlugo$¢ gumy wynosi n metréw, wiec robak
na pewno osiagnie koniec gumy, gdy po raz pierwszy zajdzie

0,00001 - n - In(n) > n.

A zatem robak osiagnie koniec gumy po czasie [e'?0°90]

sekund. Zagadnienie znalezienia oszacowania dolnego
pozostawiamy Czytelnikowi Wnikliwemu.

Rozwigzanie dla matematyka

Informatykowi wygodnie jest mysleé¢, ze robak porusza
si¢ skokami (co trochg falszuje wynik). Dzigki temu
w kazdym przedziale czasowym ma skonczenie wiele
obserwacji — skoko6w robaka. Takie podejscie, w pewnym
uproszczeniu, pozwala wyttumaczyé problem komputerowi
i oczekiwaé od niego przyblizonego rozwiazania. Matematyk
moze mysle¢ o tym zagadnieniu podobnie, ale troche
bardziej abstrakcyjnie. Zamiast szuka¢ dobrych przyblizen
rozwiazania przez zmuszanie robaka do skokéw z coraz
wieksza, czestotliwoscia, wprowadza abstrakcyjne
nieskoniczenie mate przedzialy czasu. Niech f(t) oznacza
odleglo$é robaka od $ciany w chwili ¢ przy zatozeniu, ze
guma nie jest rozciggana. Bedzie nas interesowalo, jak daleko
robak moze zaj$¢ w nieskonczenie matym przedziale czasu.
Te warto$é, oznaczana przez d f(t), mozemy opisa¢ po prostu
jako réznice

ft+dt) — f(b).
Wielkoéé df(t)/dt (inaczej f'(t), czyli pochodna funkcji f(t))
intuicyjnie ma wyrazaé, jak daleko moze przesunaé sie¢ robak
w jednostce czasu, czyli opisuje jego predkosé.

Przyda nam sie wynikajace z powyzszych uwag
spostrzezenie, ze

(1) F(B)dt = f(t+dt) — f(t) = df(t)

(analogiczny wzér mozemy zapisaé¢ dla dowolnej funkcji
zaleznej od parametru t).

Niech r(t) oznacza dtugosé rozciaganej gumy w chwili ¢,

a b(t) odleglos¢ robaka od $ciany, gdy pelznie po rozciaganej
gumie. Wtedy dla nieskonczenie matego przedziatu czasu dt
mamy

r(t + dt)
W)b(t) +df().
Wynika to z faktu, iz odleglosé po czasie dt jest réwna
poprzedniej odleglosci pomnozonej przez ,wspdtczynnik
wydtuzenia” gumy plus odlegtosé, jaka przebywa w tym
czasie sam robak. (Czy widaé¢ podobienstwo miedzy tym
wzorem a wzorem z rozwiazania informatycznego?)

b(t—i—dt):(



Korzystajac ze wzoru (1), mozemy zapisaé nasze réwnanie
w postaci

b(t +dt) —b(t) (r’(t)
dt r(t)
a nastepnie uproscié¢ lewa strone

¥ = (S o+ 1)

Udalo nam si¢ opisaé¢ funkcje b(t) za pomoca réwnania
zawierajacego jej pochodna, czyli otrzymaliSmy réwnanie
rézniczkowe. Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego
z warunkiem b(0) = 0 jest

b(T) = r(T) - /0 : (£ '((tt))) at.

Mozna to tatwo sprawdzié, rézniczkujac powyzsze rownanie,
ale lepiej przekonaé sie o jego sensownodci, patrzac na
rozwigzanie informatyczne. Warto przy tym pamietaé, ze
matematyk moze mysle¢ o catce jako o sumie, po odcinkach
z nieskoriczenie drobnego podzialu przedzialu [0,T], wartosci
funkcji wybranych z poszczegdlnych odcinkéw pommnozonych
przez dlugo$é odcinkdéw (czyli dt). W chwili, gdy robak
dotrze do korica gumy po czasie T (mamy wtedy réwnosé
b(T) = r(T)), otrzymujemy zaleznosé

/OT (%)dtzl.

Rozwigzanie tego rownania ze wzgledu na T (jesli istnieje)
daje odpowiedz w ogélnym przypadku. Podstawmy

teraz dane z poczatkowego zadania: f(t) = 0,00001¢ oraz
r(t) = ¢t + 1. Mamy

T
/ (0’00001)dt 1
o t+1
lub, pozbywajac sie calki,

0,00001 - In(T' 4+ 1) = 1.
Wobec tego T = ¢'%°%%° _ 1 sekund.

Joit) + 7o),

Rozwigzanie dla fizyka

Przyjmijmy za poczatek uktadu wspétrzednych koniec
gumy przymocowany do Sciany. Niech poczatkowa

dtugos¢ nierozciggnietej gumy wynosi Lg. Prawy koniec
gumy porusza si¢ z predkoscia vo tak, ze znajduje sie

on po czasie t w odlegtosci Lo + vot od $ciany. Robak
porusza sie z predkoscia v wzgledem fragmentu gumy, na
ktorym sie aktualnie znajduje. Jednak dla nieruchomego
obserwatora jego predkosé jest wieksza, gdyz rowniez ten
fragment gumy porusza si¢ wzgledem obserwatora (i to

w dodatku tym szybciej, im dalej fragment ten znajduje

sie od zamocowanego konica gumy). Nieruchomy obserwator
dostaje zatem nastepujace rownanie na predkos$é robaka V'
w zwiazanym z nim uktadzie (przy czym x to jego aktualne
polozenie):

X
v (—2
(LO +vot)v0 v

z warunkiem poczatkowym x(0) = 0. Wyraznie widac,

ze gdy robak przemieszcza sie¢ w prawo (wzgledem wciaz
nieruchomego obserwatora), jego predkosé¢ V wzrasta.

W pewnym momencie jest wieksza od wvg, a zatem dystans
miedzy robakiem a prawym koncem gumy zaczyna sie
zmniejszaé. Mozna pokazaé (patrz np. rozwiazanie dla
matematyka), ze zaleznos$é polozenia od czasu prowadzaca
do powyzszego wzoru to

t
2(t) = (Lo +vot) In (1 v %)

Poréwnujac polozenie z(t) z dlugoscia gumy Lo + vot,
dostajemy czas, po ktérym robak osiagnie drugi koniec gumy
_ Lo, wosw

= E(e —1).

Podstawiajac Lo =1 m, vo = 1 m/s i v = 0,00001 m/s,
otrzymujemy t = (¢'°°°%° — 1) s. Wynik jest o bardzo wiele
rzedéw wielkosci wiekszy niz czas pozostaly do wypalenia
sie Storica (z grubsza 10'7 s) czy nawet obecny wick
Wszechéwiata (nieprzekraczajacy 10'® s). Fizyk uzna zatem,
ze robak nie osiagnie nigdy (tj. w zadnej przewidywalnej
przysztosci) konica gumy, a matematyk doda zapewne,

ze to wszystko dlatego, iz logarytm jest bardzo powoli
rosnaca funkcja. Czytelnikowi Wnikliwemu pozostawiamy
sprawdzenie, jak szybko robak musialby sie poruszaé, by
osiagna¢ koniec gumy np. przed poczatkiem tegorocznej
wiosny. A czy mialby na to jakiekolwiek szanse, gdyby
guma rozciagala sie w sposob jednorodny, ale z niewielkim
przyspieszeniem?

t

Morat

(...) Ja$ kradnie z zamku olbrzyma kure znoszqcq zlote
jagka oraz harfe przynoszgcq zdrowie i dobre samopoczucie,
dzieki czemu Jas © matka wiodg od tego czasu spokojne

i dostatnie zycie, gloszqgc na prawo i lewo, Ze szczescie
sprzyja wytrwalym.
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* * *

Postowie dla kosmologa

Opisana w bajce o Jasiu i magicznej fasoli sytuacja jest
doskonata metafora dla nietypowego (i nierealistycznego)
modelu Wszechswiata, pozbawionego jakiejkolwiek
materii i ktérego powierzchnie stalego czasu sa
tréjwymiarowymi uogdlnieniami powierzchni siodtowej
— przestrzeniami o statej ujemnej krzywiznie. Zgodnie

z 0g6lng teoria wzglednosci taki Wszechswiat, podobnie
jak todyga magicznej fasoli, rozszerza si¢ jednorodnie
ze stala predkoscia. Zgodnie za$ z moratem bajki,
gdyby we Wszechswiecie tym mogt sie znalezé jakis
odwazny i cierpliwy kosmonauta, mégtby on dolecieé

z jednego miejsca we Wszech$wiecie w dowolne inne
pod warunkiem zarezerwowania na ten cel dostatecznie
dtugiego czasu.

Naptyw coraz doktadniejszych danych obserwacyjnych
spowodowal, ze najbardziej rozpowszechniony dzi$ obraz
Wszechs$wiata jest calkiem inny. Wskutek wystepowania
zagadkowej energii prézni Wszechswiat rozszerza sie
z przyspieszeniem. Oznacza to, ze miejsca Wszechswiata
dostatecznie dalekie od Ziemi oddalaja sie od niej
z predkosciag wieksza od predkosci $wiatta w prozni
i beda oddalaé sie jeszcze szybciej, nie beda zatem mogty
zostaé osiagniete nawet przez najszybsze statki kosmiczne
i najwytrwalszych kosmonautéw. Z kolei, jezeli, pusciwszy
wodze wyobrazni, znajdziemy si¢ we Wszech$wiecie
rézniacym sie od naszego brakiem energii prézni, taki
Wszechéwiat bedzie rozszerzal sie z op6znieniem i do
wszystkich jego miejsc mozna bedzie dolecie¢ w czasie
wyrazajacym sie pewng potega odlegtosci do tych miejsc,
a wiec w praktyce znacznie krétszym, niz gdy rozwiazanie
opisywane jest funkcjg wyktadnicza, jak w rozwiazaniu
zagadnienia z bajki.
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