Z rozwazanych mozliwosci ma miejsce
druga: liczba (\/5)‘/5 nie jest wymierna
ani nawet algebraiczna (czyli nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu

o wspélczynnikach wymiernych).
Wynika to z twierdzenia udowodnionego
w 1934 roku przez Aleksandra Gelfonda
i — niezaleznie — rok pézniej przez
Theodora Schneidera:

jesli a 1 b sq liczbami algebraicznymsi
i b jest niewymierna, to a® nie jest
algebraiczna.

Jest to wynik badan nad pewng hipoteza
Eulera — informacji o niej (i pokrewnych
zagadnieniach) najlepiej poszukaé pod
hastem: VII problem Hilberta.
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Jaka logika jest intuicyjna?
Marek CZARNECKI™, Krzysztof KAPULKIN ™

Profesorowi Pawtowi Urzyczynowi
z podzickowaniem za wiele pieknych chwil z logikq

Poczatek XX wieku to okres szukania podstaw wiedzy matematycznej. Wsrod
wielu powstajacych wéwczas koncepcji, na czym oprze¢ matematyke (np. na
teorii mnogosci), pojawil sie réwniez poglad zwany intuicjonizmem, by wiedza
matematyczna byta calkowicie zgodna z nasza intuicja. Przedstawiciele
intuicjonizmu postulowali stosowanie w nauce jedynie pojeé, ktére dane sa nam
empirycznie, a zatem takich, co do ktérych mozemy mie¢ pewne intuicje. Ich
sprzeciw budzily wiec miedzy innymi: pojecie aktualnej nieskonczonosci oraz
dowody niekonstruktywne.

Standardowym przykladem niekonstruktywnego rozumowania jest przedstawiony
ponizej dowod nastepujacego faktu: istnieja dwie liczby niewymierne a i b o tej
wlasnoéci, ze ab jest liczba wymierna. Méwimy mianowicie: jesli (\/5)\/5 jest
liczba wymierna, to wlaénie znalezliémy a = b = /2 spelniajace teze. Zalézmy
wiec, ze liczba (\/5)‘/§ jest liczba niewymierna, i przyjmijmy: a = (\/5)‘/§ oraz

b = /2. Wowezas

a" = ((V2)Y?)V? = (vV2)2 =2,

a zatem i w tym przypadku znalezlidmy szukane liczby.

Zauwazmy jednak, ze powyzsze rozumowanie nie daje nam informacji, jakie to
liczby — nie wiemy, ktéry z przypadkow zachodzi.

Intuicjonista, nie akceptujac tego typu rozumowan, odnajduje Zréodlo problemu
w klasycznej (tj. dwuwartosciowej) logice. Konsekwentny intuicjonista

musi odrzucié¢ logike w jej klasycznym ksztalcie, poniewaz okazuje sie ona
nieadekwatnym narzedziem do opisu dowoddéw konstruktywnych. Potrzebuje on
zatem nowej logiki — logiki prawidlowych intuicjonistycznie rozumowan.

Ponizej przedstawimy troche inne spojrzenie na rachunek zdan. Modyfikujac
znaczenie wystepujacych w nim sp6jnikéw, tj. nadajac im nowsq interpretacje,
otrzymamy nowy jezyk — bardziej odpowiedni do opisu rozumowan
intuicjonistycznych. Jako pierwotne przyjmiemy pojecie konstrukcji. Mozemy
patrze¢ na konstrukcje jak na sposoby budowania nowych obiektéw. Sprobujmy
przesledzié, jak spojniki prébowali interpretowaé pierwsi intuicjonisci — Brouwer,
Heyting i Kolmogorow. Oto te interpretacje.

Konstrukcja koniunkcji p A q to para skltadajaca sie z konstrukeji p
i konstruke;ji q.

Konstrukcja alternatywy p V q to para sktadajaca sie z konstrukeji p lub
konstrukcji ¢ oraz informacji, ktora cze$¢ alternatywy zostala skonstruowana.

Konstrukcja implikacji p=-q to metoda, ktéra kazda konstrukcje p zamienia na
konstrukcje q.

Niech | oznacza dowolne zdanie falszywe. Wowczas konstrukcja L nie istnieje.

Zauwazmy, ze pozostale znane nam spéjniki mozna tatwo otrzymac z juz
zdefiniowanych. Mianowicie, dla negacji przyjmujemy: —p = p=_1, dla
réwnowaznodci zas: p&q = (p=q) A (¢=p).

Co ciekawe (i zamierzone), przy takim spojrzeniu wiele twierdzen, ktére

znamy z logiki klasycznej, przestaje by¢ twierdzeniami. Dla przyktadu:

prawo wylgczonego $rodka p V —p nie jest twierdzeniem logiki intuicjonistyczne;j.
Zwréémy uwage, ze konstrukcja alternatywy to para, ktéra oprocz konstrukeji
jednego ze zdan p, —p zawiera réwniez informacje, ktora konstrukcja
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Oczywiscie, istnieje konstruktywny dowdd
twierdzenia

istniejq takie liczby a i b, ktére nie sq

wymsierne, a liczba a? jest wymierna,

czyli mozna je wskazaé. To V2 i log, 9,

mamy bowiem

\/§l°g2 9 _ \/52 logz 3 _ olog23 _ g

Nalezy jeszcze wykazad, ze liczby te

nie sg wymierne. Skorzystamy w tym celu
z twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie
liczby naturalnej na liczby pierwsze.

Dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich p i ¢ jest p% # 2¢2, bo

w rozkladzie na liczby pierwsze po lewej
stronie jest parzysta liczba dwdjek, a po

prawej nieparzysta. Stad

2
Pozo i 2xval
q q

Podobnie, dla dowolnych liczb
calkowitych dodatnich p i ¢ jest 2P # 329,

bo prawa strona jest nieparzysta. Zatem

oraz

p # logy 3°7 = log, 97 = glog, 9

b # log, 9.
q

zostala podana. Nie wiedzac nic wiecej o p, nie jesteSmy w stanie podac
tej informacji.

Podobnie rzecz ma si¢ z prawem podwdjnego przeczenia p<>——p. Chcac podaé
konstrukcje dla takiej formuly, musimy w szczegélnosci podaé konstrukeje dla
——p=p, czyli sposéb, w jaki z dowolnej konstrukeji (p=_L)=_L wyprowadzaé
konstrukcje p. Jednak z konstrukeji (p=_1)=L nie ma mozliwosci uzyskania
konstrukcji p, poniewaz w zadnym z nastepnikow nie wystepuje p. Przeciwna
implikacja: p=-——p jest natomiast poprawna. Sprébujmy ja udowodni¢: dowolna
konstrukcje p mamy zamieni¢ na konstrukcje ——p. Mamy zatem nastepujaca
sytuacje:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
P (p=L)=1L

Aby udowodnié¢ implikacje, musimy podaé¢ metode, ktéra kazda konstrukeje
p=>_1 zamienia na konstrukcje L. Wezmy wiec konstrukcje p=-_L:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
p
p=_1 1

Stosujemy wiec metode p=_1 do konstrukcji p, otrzymujac konstrukcje L, co
konczy dowdd.

Cho¢ zdanie p<——p nie jest twierdzeniem logiki intuicjonistycznej, to zdanie
—p&——-p juz tak. Aby udowodnié rownowazno$é, nalezy udowodnié implikacje
w obie strony. Implikacja —p=-———p jest poprawna, poniewaz przyjmujac

q = —p, dostajemy g=——¢q, co udowodniliémy w poprzednim akapicie.
Udowodnimy teraz ———p=-—p.

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=L1L)=1 p=_L

Korzystamy z definicji konstrukeji implikacji:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=1L)=1
P 1

Majac ((p=L)=1)=_1, do otrzymania konstrukcji | wystarczy znalezé
konstrukeje (p=1)=1:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=L1)=1
P (p=1)=1

Korzystajac ponownie z definicji implikacji, otrzymujemy:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=L1)=1

p

p=>_1 1

Ale teraz wystarczy zastosowaé¢ metode p=-_1 do p, poniewaz obie te konstrukcje
mamy dane. Dowdd zostal zakonczony.

Kto$ moglby zapytaé, dlaczego tak dziwna logika przetrwala do naszych

czasow. Miara logiki, jak kazdej teorii matematycznej, jest jej zastosowanie

do opisu pewnej rzeczywistosci. Okazuje si¢ mianowicie, ze istnieje $cista
odpowiednio$¢ miedzy dowodami w naszkicowanym powyzej rachunku zdan

a programami komputerowymi pisanymi w dowolnym jezyku funkcyjnym (Scislej:
termami A-rachunku). Dowolny term A-rachunku odpowiada dowodowi pewnej
formuly w logice intuicjonistycznej, kazdy zas dowdéd ma swéj odpowiednik
wsrod A-terméw. Powyzsza odpowiednio$é znana jest jako izomorfizm
Curry’ego—Howarda, ale to juz temat na inna opowiesc.
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