Informatyczny kacik olimpijski (27): Regiony

Tym razem wezmiemy pod lupe zadanie Regions z Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej 2009.

Mamy N pracownikéw pochodzacych z R regionéw (kazdy z dokladnie jednego).
Kazdy pracownik, poza pierwszym, ma swojego bezposredniego przetozonego;
zaleznosci te nie tworza, oczywiscie, cykli. Méwimy, ze A jest przetozonym B, jesli
A jest bezposrednim przelozonym B lub, rekurencyjnie, gdy A jest przelozonym
bezposredniego przetozonego B. Znamy hierarchie pracownikéw oraz wiemy, skad
ktéry pracownik pochodzi. Cheemy odpowiadaé, dla réznych rq i ro, na zapytania

Problem nie wydaje sie latwy, warto wiec zaczaé¢ od
najprostszych poprawnych rozwiazan. Zauwazmy,

ze hierarchia pracownikow ma strukture drzewa.
Mozemy zatem na kazde zapytanie odpowiedzied,
wykonujac przeszukiwanie tegoz drzewa, w ktérym
zliczamy pracownikéw z regionu 1 na $ciezce z korzenia
do aktualnego wierzchotka, i zsumowaé te wartosci

z wierzchotkéw bedacych pracownikami z ro. Daje to
rozwiazanie w czasie O(Q - N).

Postepujac jak wyzej, dla wiekszosci zapytan
niepotrzebnie przegladamy cale drzewo, gdy tymczasem
istotne wierzcholki (te z regionéw 71 i ry) stanowia tylko
niewielka jego czesé. Aby temu zaradzié, znajdziemy
sposob na szybkie sprawdzanie, czy jeden pracownik
jest przetlozonym drugiego. W terminach drzew chodzi
o sprawdzenie, czy dany wierzcholek jest przodkiem
innego wierzchotka. OdpowiedZ na to pytanie przynosi
algorytm przeszukiwania w glab (DFS). Jak opisano

w ksiazce T. Cormena, C. Leisersona, R. Rivesta

i C. Steina Wprowadzenie do algorytmoéw, wystarczy

w tym celu obliczy¢ czasy wejscia (d) oraz wyjscia (f)
dla poszczegdlnych wierzchotkow w przeszukiwaniu

— wowczas wierzchotek u jest przodkiem v, jezeli

[du, fu] D [dv, fo] (a kazde dwa przedzialy tej postaci

sa albo roztaczne, albo jeden jest zawarty w drugim).
Jedli teraz dla kazdego regionu zapamietamy na wstepie
liste pracownikow, ktorzy z niego pochodza, otrzymamy
rozwiazanie o ztozonosci O(N + Q - M?), przy czym M
jest maksymalng liczba pracownikéw z jednego regionu.
Celowo wprowadziliSmy takie oznaczenie, mimo ze

poki co wiemy jedynie, ze M < N.

Aby jeszcze zmniejszy¢ czas odpowiedzi na pojedyncze
zapytanie, mozemy z pracownikow z regiondow ry i 7o
zbudowaé¢ w czasie O(M) nowe drzewo (zawierajace
tylko tych pracownikéw), w ktérym zaleznosci bycia
przelozonym pozostana niezmienione w stosunku do
oryginalnego drzewa (moze zaistnie¢ potrzeba dodania
sztucznego korzenia). W tym celu zaczynamy od
scalenia list pracownikéw (przedzialéow [d,, f,]) obu
regionéw uporzadkowanych wzgledem d,. Nastepnie
zauwazamy, ze rodzicem pracownika [d,, f,] w nowym
drzewie bedzie najblizszy mu element wystepujacy na
scalonej liscie przed nim, ktorego wartosé f jest wieksza
niz f,. W ten sposob sprowadziliémy problem budowy
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postaci: ,ile jest par pracownikdéw ey, es, takich ze e; pochodzi z regionu rq,

eo pochodzi z regionu 19 oraz e; jest przelozonym es?”. Pytan takich zostanie
nam zadanych @. Dla porzadku nalezy dodaé, ze przedstawione w tresci zadania
gorne ograniczenia na wartosci N, R i ) byly tego samego rzedu.

drzewa do klasycznego problemu typu ,najblizszy
wiekszy polozony z lewej”, ktory mozna rozwiazac

w czasie liniowym na wiele sposobéw (np. za pomoca
stosu). Z kolei w nowym drzewie wiemy juz, jak
rozwiazaé¢ nasz problem w czasie O(M). Otrzymalismy
zatem rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(N + Q - M).

Ten algorytm dziata szybko, gdy M jest male, tzn. gdy
regiony sg male. Zastanéwmy sie wiec, co dzieje sie,

gdy sa one duze (nie ma ich wéwczas zbyt wiele, bo
przeciez suma ich rozmiaréw to N). W takim przypadku
najlepszym pomystem wydaje si¢ wstepne obliczenie
wszystkich R? wynikéw i zapamietanie ich. Dla kazdego
regionu 1 wystarczy jedno przeszukiwanie calego drzewa,
aby ustali¢ wyniki dla wszystkich mozliwych ro (znéw
przeszukujemy drzewo, pamietajac w kazdym wierzchotku
liczbe pracownikéw z r1 na Sciezce z korzenia, i w kazdym
wierzchotku uaktualniamy wynik catkowity dla jego
regionu). Takie rozwiazanie ma zlozono$¢ czasowa

O(R- N + Q) i zuzywa O(N + R?) pamieci.

Uzyskalismy dwa rozwiagzania radzace sobie dobrze

w réznych skrajnych przypadkach. Teraz chcieliby$my
je polaczy¢ w jedno, dzialajace szybko dla kazdych
danych. W tym celu ustalmy pewng granice rozmiaru
regionu, . Jedli oba regiony z danego zapytania

maja rozmiar nie wiekszy niz x, uzywamy pierwszego
algorytmu. Jesli za$ ktory$ z nich jest wiekszy, uzywamy
drugiego. ,,Duzych” regionéw jest, oczywiscie, nie wigcej
niz % Musimy zatem zmodyfikowaé drugi algorytm:
bedzie on teraz w czasie O(NTz) i pamieci O(%)
obliczal wyniki dla zapytan, w ktorych jeden z regionéw
jest duzy, a drugi dowolny. Polecamy Czytelnikowi
zastanowienie sie, jak to zrobié¢ (potrzeba dwdch
przeszukiwan drzewa dla kazdego duzego regionu). Stad,
taczny czas wyniesie O(N ° 4+ Q- x) przy jednoczesnym

zZuzyciu O(N + %) pamieci. Jedli ustalimy z = /N,
otrzymujemy ztozonosé czasowa O((N 4+ Q)V/N)

i pamieciowa O(N + RV/N).

Na koniec pozostawiamy Czytelnikowi pytanie dodatkowe:
jak zmodyfikowaé¢ powyzsze rozwiazanie, tak aby
zmniejszy¢ jego zlozono$¢ pamieciowa do O(N), kosztem
zwiekszenia zlozonosci czasowej o czynnik log N7
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