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Stowo chaos sprawia nam klopot, intuicyjnie je rozumiemy, ale gubimy sie, gdy
mamy wyjasni¢ jego precyzyjne znaczenie. Poczatki matematycznego badania
zjawisk chaotycznych siggaja lat siedemdziesiatych ubieglego wieku, cho¢
mozna ich réwniez upatrywaé¢ w pracach Henri Poincarégo z konca XIX wieku.
Od tego czasu nadal aktualne sg pytania: jak sprawdzié, czy to, co wydaje nam
si¢ zjawiskiem chaotycznym, rzeczywiscie takim jest, a nie — chociaz bardzo
skomplikowanym — jednak dajacym si¢ przewidywac? Jakie cechy uznaé za
charakterystyczne dla chaosu? Na ile ufa¢ obliczeniom numerycznym, gdy
podejrzewamy chaotyczne zachowanie badanego zjawiska? Jak odrézni¢ chaos
od szumu (zjawiska losowego)?

Nie wiem, jak precyzyjnie odpowiedzie¢ na te pytania, sygnalizuje jednak
problemy, z jakimi musimy si¢ zmierzy¢. Proponuje przypatrzeé si¢ najprostszym
jednowymiarowym modelom matematycznym przemieszczania sie punktow

w odcinku jednostkowym [0, 1]. Wydaje sie, ze modele te kryja w sobie istote
tego, co mozemy nazwaé chaosem (zachowaniem chaotycznym).

W tym artykule przedstawimy dwa proste przeksztalcenia — nieciagle
przeksztalcenie piloksztaltne P oraz ciagle przeksztalcenie namiotowe T
Korzystajac z dobrodziejstwa tatwych rachunkéw w systemie dwojkowym,
uwypuklimy ich podobienstwa. Jednoczesnie zwracamy uwage na jeszcze jedno
(nickomputerowe!) zastosowanie dwdjkowego systemu liczenia, ktére w tym
przypadku przebija system dziesietny.

System binarny (dwéjkowy). Kazda liczbe rzeczywista = € [0, 1)
mozemy przedstawi¢ w postaci reprezentacji binarnej x = (0,aiaz2as3 . . .)2,

gdzie ap € {0,1} iz =37 3. W takim zapisie binarnym liczba 1
ma przedstawienie 1 =1-2°+0-2714+0-272 + ... = (1,0)3 lub jako
1=1-27141-2724 ... =(0,1)2 (kreska nad grupa cyfr oznacza jej cykliczne

powtarzanie). Podobnie 1 = (0,1); = (0,01)2. Aby przedstawienie bylo
jednoznaczne, przyjmujemy umowe, ze dopuszczalna reprezentacja binarna
liczby x nie moze konczy¢ si¢ nieskoniczonym ciagiem jedynek.

Gdy chcemy przedstawié liczbe x € [0,1) w postaci binarnej, mozemy

wykorzystaé¢ nastepujace postepowanie:

1. napisz ,,0,”,

2. jesli 2z < 1, to dopisz cyfre 0, a w przeciwnym przypadku dopisz cyfre 1,
3. x = 2x — a, gdzie a jest wartoscia dopisanej cyfry, i przejdz do punktu 2.
Procedura zakonczy sig, gdy « = 0 lub z chwila, gdy powtorzy si¢ juz raz
otrzymana wartos¢ x. Wtedy wypisany ciag cyfr miedzy powtérzeniami
wystepuje cyklicznie.

Mamy wiec
1 S ___ 5 S
0= (0,00011)2, 0,15 = (0,001001)3, 0,625 = (0,101)a, - = (0,101)s.
Liczby niewymierne maja nieskoniczone reprezentacje binarne nieokresowe, np.

1
— =(0,0101000101111100110000011011011 .. .)5.
T

Przesuniecie Bernoulliego i pita. Przesuniecie Bernoulliego okreslamy na
binarnych reprezentacjach liczb rzeczywistych x € [0, 1] w nastepujacy sposéb:
7 zapisu binarnego liczby 2 € [0, 1) usuwamy pierwsza cyfre wystepujaca po
przecinku,
(O7a1a2a3a4 .. .)2 — (O,a2a3a4 .. .)2,

liczbe 1 przeksztalcamy na nia sama. Mamy wiec okreslone przeksztalcenie
B :[0,1] — [0, 1] wzorem

B((O,a1a2a3a4 .. )2) = (0,@2&3@4 o .)2, B(].) =1.
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Mozna przyjacé, ze ilo§¢ moli powietrza
wewnatrz baniek nie zmienia sie:

ng =ni + no.

Z drugiej strony, z réwnania stanu

mamy n = pV/RT, gdzie V = (4/3)nr>.

Roéwnowaga zachodzi, gdy p = po + 20/7,

gdzie po to ci$nienie atmosferyczne,
a 20 /r to dodatkowe ci$nienie pod
sferyczng powierzchnig blony mydlanej
o napieciu powierzchniowym o
i promieniu r. Wstawiajac wyrazenia
na ni, ng i ng do pierwszego rownania,
otrzymujemy:

po = 20(?3”1 + 75”2 - 7;;)

rg—ri—r

Zeby po bylo dodatnie, licznik
i mianownik muszg by¢ dodatnie (bo
ujemne jednoczes$nie by¢ nie moga).
Dodatniosé¢ mianownika oznacza, ze
objetosé kuli 73 musi by¢ wigksza od
sumy objetosci kul r1 i r2, a dodatniosé
licznika oznacza, ze powierzchnia
kuli 3 musi by¢ nie wieksza od sumy
powierzchni kul r1 i ra.

Rozwazmy nieciagle przeksztalcenie piloksztaline (,pite”) P :[0,1] —
(rys. 1) dane wzorem

[0,1]

2z gdy () T <
P(x){2x1 gdy L<z<l.
Zauwazmy, ze mnozenie przez 2 w systemie binarnym oznacza przesuniecie
wszystkich cyfr o jedno miejsce w lewo, czyli przejécie od (0,a1az2a3a4 .. .)2
do (ay,agasay . ..)2. Ponadto, a; =0 dla z € [O, %) oraz a; = 1 dla x € [2, 1).
Wykonujac rachunki podyktowane okresleniem przeksztalcenia pitoksztaltnego P,
widzimy, ze operacja P polega na przesunieciu wszystkich cyfr reprezentacji
binarnej liczby z € [0,1) o jedno miejsce w lewo, i dodatkowo, gdy x € [%, 1)7
na usunieciu cyfry, ktora stoi bezposrednio przed przecinkiem:
.)2 — P(LL') = (0,(12@3(14 .. .)2 = B({)S)
P(1)=1=B(1).
Zatem przeksztalcenie pitoksztaltne jest identyczne z przesunieciem
Bernoulliego!

x = (0,a1a2a3a4 . . gdy z € [0,1),

y y
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Rys. 1 Rys. 2

Pila i przeksztalcenie namiotowe. Rozwazmy teraz przeksztalcenie ciagle
kawatkami liniowe T : [0, 1] — [0, 1] dane wzorem

_ 2 gdy 0 <o <
Tlz)=1-01 2x|_{2—2m gdy £ <z <1
Ze wzgledu na ksztalt wykresu przeksztalcenia T' (rys. 2) nazywamy je
przeksztalceniem namiotowym.

Trajektoria (orbita) punktu x wzgledem dowolnego przeksztalcenia S nazywamy
zbibr
{z,5(x),S(S(x)),S(S(S(x))),...} ={S"(x) :n=0,1,2,...}.

Aby zbadaé zachowanie sie trajektorii przeksztalcenia T', wykorzystamy

pewna wlasnosé przeksztalcenia T™ dla n > 1. Z pomoca przychodzi nam
przeksztalcenie pitoksztaltne (a z nim przesuniecie Bernoulliego). Bezposrednim
rachunkiem sprawdzamy, ze

T(T(x)) = (T o T)(x) = (T o P)(a) = T(P(x)), < [0,1].
Rzeczywiscie,

dlaz € [0,1], T(T(z)) = T(2z) = 4z = T(P(z)),

dlaz € (1,3], T(T(z)) = T(2z) = —4a + 2 = T(P(x)),

daze (3,2], T(T(z) =T(-22+42) =4z —2=T(2z — 1) = T(P(z)),

dlaze (2,1], T(T(2) =T(—22+2) = —da +4=T(2z — 1) = T(P(z))
Stad

T"=ToP" ' n=12...,
co w latwy spos6b mozemy uzasadnié¢ indukcyjnie.

Powyzsza wlasno$é wiaze oba modele przeksztalcania odcinka [0, 1] w siebie
w tym sensie, ze n — 1 przeksztalcen P, po ktorych nastepuje jedno
przeksztalcenie T, daje ten sam wynik, co przeksztalcenie namiotowe
zastosowane n razy!
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Przyjmijmy, ze

a;=1+4+1i-1000 dlai=0,1,2,..., 99.

Wéwezas jedli d jest wspdlnym dzielnikiem
pierwszym liczb aj i a;, to liczba

a —a; = 100!(k - l)

jest takze podzielna przez d. Skoro d jest
liczbg pierwsza, to d < 97. Jednak wtedy
zadna z liczb ap, a; nie jest podzielna
przez d. Wobec tego kazde dwa wyrazy
rozpatrywanego ciggu sa wzglednie
pierwsze.

Powiedzmy jeszcze, jaka jest reprezentacja binarna przeksztalcenia namiotowego.
Dla z € [0, 1) przeksztalcenie namiotowe pokrywa sie z przeksztalceniem
pitoksztaltnym, wigc
T((O,a1a2a3a4 .. )2) = (O7a2a3a4 .. .)2.
Jedli z € (3,1), to P(z) = 2z — 1, wiec
Tx)=-2r+2=1—(2x—-1)=1—P(z) =1 — (0,a2a3a4 .. .)2.
Ponadto, T'(1) = 0. Wprowadzajac operacje sprzezenia dla cyfr binarnych
o — 0 jeslia; =1,
P11 jeslia; =0,
otrzymujemy dla z € (%, 1)
T((0,a1az2a3a4 . ..)2) = (0,a5a3a) .. .)z2,
bowiem
(0,aza3ay . ..)2 + (0,a3a%a} .. .)a = (0,1)2 = 1.
Dla z = 5 = (0,1)s przyjmujemy T(% = 1. Mamy wiec reprezentacj¢ binarng
przeksztalcema namiotowego dla x € [0, 1):

[0

(O,a2a3a4 .. .)2 dla 0 r < %,
1 dla xz = l
(0,a3a3a;...)2 dlai<z<Ll

T((O,a1a2a3a4 .. )2) =

l\')

Interpretacja (graficzna) dzialania P oraz T. Zastandéwmy sie, co robia
przeksztalcenia P i T z punktami z odcinka [0, 1] w sensie geometrycznym.

Przeksztalcenie P rozciaga odcinek [0, 1] jednorodnie do podwojenia jego
dtugosci, rozcina go w polowie i naktada rozciete odcinki jeden na drugi.

start rozciagnaé rozciaé posrodku
#:) - )
[ . [ m
podniesé przesunaé¢ w lewo zlepié¢ koniec
Rys. 3

Przeksztalcenie T rozciaga odcinek [0, 1] jednorodnie do podwojenia jego
dtugosci, potem sklada go na pdét i naklada poléwki (ale bez rozrywania).

) o C—

start rozciagnaé zgia¢ posrodku
podnies$é przetozyc zlozyé koniec
Rys. 4

Przy wielokrotnym zastosowaniu przeksztalcenia P lub T punkty z odcinka
(0,1) ,wedruja” w nim w trudny do przewidzenia sposéb — méwimy, ze
poruszaja sie chaotycznie. Przypomina to walkowanie ciasta francuskiego

— sposéb ten zapewnia, ze szczypta przypraw dodanych do ciasta bedzie
rozprowadzona w nim réwnomiernie.

W drugiej czesci artykulu (Delta 3/2010) powiemy, jakie wlasnosci
charakteryzuja chaos (jak dzisiaj nam sie wydaje) oraz sprawdzimy, ze wedlug
tej definicji przeksztalcenia P i T generuja chaotyczne przemieszczanie sie
punktéw w odcinku (0, 1).
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