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Rozwigzanie zadania M 1264.
Wykazemy, ze w ciggu x1, T2, . . . wystepuje
liczba parzysta.

Przypusémy, ze wszystkie liczby
T1,T2,... sy nieparzyste. Réznice miedzy
nimi sa parzyste, a wigc kazda z tych
liczb ma w zapisie dziesietnym pewna
niezerowg cyfre¢ parzysta.

Niech 1 = ayaz ... a,, oraz niech j bedzie
najmniejszg liczbg, dla ktérej cyfra a; jest
parzysta i rézna od 0. Poniewaz kazdy
nastepny wyraz ciggu powstaje poprzez
dodanie do poprzedniego liczby wigkszej
od 0 i mniejszej niz 10, wigc dla pewnego k
otrzymamy liczbe ) = b1ba ... by, gdzie
b; =a; dlai < j, bj :a_]’“rl,bi:()dla
J < i < m; liczba b, jest, oczywiscie,
nieparzysta. To oznacza, ze liczba xy,

ma w zapisie dziesigtnym jedynie cyfry
nieparzyste i zera. Wobec tego liczba x4 1
musi by¢ parzysta.

Przez 32 Jakub RADOSZEWSKI

We wspolczesnej informatyce szeroko rozumiana kwestia efektywnosci

odgrywa niebagatelna role. Jest to zwiazane z koniecznoscia operowania

na coraz wigkszych ilosciach danych przy jednoczesnym uwzglednieniu
wzrastajacych wymagan uzytkownikéw wzgledem szybkosci i jakosci ustug

— bodaj najlepsza, ale na pewno nie jedyna, ilustracja tego zjawiska jest
Internet. Dlatego tez informatycy na wszelkie sposoby staraja sie przyspieszaé
tworzone aplikacje. Stosowane sg do tego zasadniczo dwa podejscia: ,,bardziej
teoretyczne”, polegajace na zmniejszaniu ztozonosci czasowych i pamieciowych
wykorzystywanych algorytmow, a w ostatecznosci statego czynnika w ztozonoéci
(patrz np. artykul Srednio lepiej w Delcie 12/2009), oraz ,bardziej praktyczne”
w ktérym projektuje sie coraz to wydajniejsze procesory, laczy istniejace
procesory w wicksze zespoty, powicksza pamieci podreczne i dyskowe,

zwieksza przepustowosci taczy sieciowych ete. (o skali tego zjawiska mozna
przeczytaé w artykule o mikroprocesorach w Delcie 5/2009). W tym artykule
zaprezentujemy metode optymalizacji programéw, ktora w tej klasyfikacji
znajduje si¢ gdzies posrodku.

Nasze rozwazania beda opieraé sie na pewnym dosy¢ prostym problemie grafowym.
Dany jest graf nieskierowany G, majacy n wierzchotkéw oraz m krawedzi. Naszym
zadaniem jest zliczenie w tym grafie wszystkich trgjkgtow, czyli takich tréjek
wierzchotkéw w, v, w, ze istnieja wszystkie krawedzie: z uw do v, z v do w iz u do w.
Na przyktad, graf z rysunku 1 zawiera szes¢ trojkatow.

Najprostszy algorytm rozwiazujacy opisany problem polega na rozwazeniu
wszystkich tréjek wierzcholtkéw; tatwo zauwazy¢, ze mozna go zaimplementowaé
w zlozonosci czasowej O(n3). Powstaje pytanie, czy da sie to jako$ poprawié.
Intuicja podpowiada, ze powinno sie¢ da¢ — Zréodlem takiej intuicji moze byé
pierwsze zadanko (nie)informatyczne z Delty 8/2009, w ktérym pokazano,

jak zlicza¢ w grafie naraz wszystkie trojkaty i antytréjkaty (czyli tréjki
wierzcholkéw, z ktérych zadne dwa nie sa polaczone krawedzia) w czasie O(n?).
Niestety, po chwili namystu mozna dojsé do wniosku, ze podana tam sztuczka
nie zadziala w przypadku zliczania samych tréjkatéw. Innym z podejsé jest
uzaleznienie ztozonoSci czasowej konstruowanego algorytmu od m, a nie — lub

w mniejszym stopniu — od n. I tak, znane jest rozwiazanie problemu tréjkatéw
o zlozonosci czasowej O(m?) (przy naturalnym zalozeniu, ze n = O(m)), ktére
w przypadku graféw rzadkich (m = O(n)) jest istotnie lepsze od powyzszego,
lecz dla graféw gestych (m = ©(n?)) jego przewaga znika. Nas jednak takie
manipulacje nie beda tym razem interesowa¢ — powiedzmy, ze poszukujemy
algorytmu, ktérego zlozonosé czasowa mozemy oszacowac tylko za pomoca n.
W dalszej czesci tekstu skonstruujemy algorytm, ktéry w pewnym sensie spetnia
postawione wymagania.

Nasz graf bedziemy reprezentowaé¢ za pomoca macierzy sasiedztwa, czyli
dwuwymiarowej tablicy ¢, w ktérej t[i][j] jest jedynka, jesli w G istnieje krawed?
taczaca wierzcholki ¢ oraz j, a zerem w przeciwnym przypadku. Zakladajac, ze
wierzcholki G sa ponumerowane od 0 do n — 1, opisany na wstepie podstawowy
algorytm zliczania trojkatow mozna zapisaé tak:
w = 0;
fori:=0ton—1do
for j:=0ton—1do
if (t[i][j]) then
for k:=0ton—1do
if (t[7][k] and t[j][k]) then
w = w+ 1;
return w;
W powyzszym pseudokodzie zastosowaliémy konwencje traktujaca wartosé 1
w tablicy jako prawde, a 0 jako falsz (jest to popularne w wielu jezykach

programowania). Co prawda, konwencja ta sama w sobie ani troche nie przyspiesza
rozwigzania, jednakze naprowadza nas na istotne spostrzezenie, ze cala tablica ¢

1



#'[0]
t'[1]

t'[n—2]
t'[n—1]

Rys. 2

W jezykach programowania wystepuja
dwa typy przesunigé bitowych — w lewo,
np. (101)2 shl 3 = (101000)2, oraz

w prawo, np. (11010)2 shr 2 = (110)».
One takze stanowia pojedyncze instrukcje

32 bity 32 bity
———

wypelniona jest tak naprawde wartosciami logicznymi. Jest ono istotne
dlatego, ze takie jednobitowe wartosci w informatyce samodzielnie wystepuja
stosunkowo rzadko. Faktycznie, zazwyczaj bity grupuje si¢ co najmniej

w bajty, jezeli nie w czwdrki bajtéw (najpopularniejsze obecnie liczby catkowite
32-bitowe), 6semki itd., a dopiero na takich wiekszych paczkach w procesorze
wykonywane sa wszystkie interesujace nas operacje.

Idac za ta sugestia, mozemy troche lepiej ,upakowac”
tablice ¢, na przyklad w ten sposob, ze podzielimy kazdy

jej wiersz t[i] nie na pojedyncze bity, ale na paczki po

B = 32 bity (rys. 2). Kazdy wiersz otrzymanej tablicy ¢/

bedzie sie sktadal wéwczas z {%1 takich paczek, przy

czym warto$é logiczna odpowiadajaca t[i|[j] w starej

w popularnych procesorach.

tablicy mozna odnalezé w nowej jako bit o numerze

j mod B w paczce bitéw ¢'[i][j div B] (tutaj div i mod
oznaczaja odpowiednio iloraz i reszte z dzielenia). Poniewaz — co moze

by¢ dla Czytelnika nieco zaskakujace — w wiekszosci popularnych jezykéw
programowania wartosci logiczne pamietane sa w zmiennych jednobajtowych

(a nie jednobitowych!), wigc w ten sposéb udalo nam si¢ choé troche zmniejszy¢
zapotrzebowanie algorytmu na pamieé. Duzo bardziej zaskakujace jest jednak
to, ze przedstawiona modyfikacja tablicy ¢ pozwala istotnie zredukowaé czas
dziatania rozwiazania.

Aby to zauwazy¢, przyjrzyjmy sie najbardziej wewnetrznej petli for. Ot6z
przegladamy w niej réwnolegle kolejne pola wierszy t[i] oraz t[j] i zwiekszamy
wynik wtedy, gdy natrafimy na pare pol zawierajacych jedynki. Przy nowej
reprezentacji tablicy mozemy to wykonaé troche efektywniej: zamiast obliczaé
koniunkcje logiczne pojedynczych par bitéw, bedziemy to robié¢ na catych
paczkach B-bitowych naraz. Korzystamy tu z faktu, iz dzialanie and przediuza
sie we wszystkich bodaj jezykach programowania na dzialanie na liczbach
caltkowitych ,po bitach”, ktére to dzialanie z kolei stanowi pojedyncza instrukcje
standardowych procesoréow. Oto pseudokod takiego rozwiazania:

w = 0;

fort:=0ton—1do

for j:=0ton—1do
if (¢'[i][j div B] and 27 ™°45) then
for k:=0to [%] —1do
w := w + zapalone_bity (¢'[i][k] and ¢'[j][k]);
return w;

W stosunku do poprzedniego pseudokodu zmienil nam sig, po pierwsze,
warunek w pierwszej instrukeji if. Na szczescie jego nowa postaé daje sie tatwo
zrealizowaé za pomoca pojedynczych operacji arytmetycznych oraz logicznych:
koniunkcji i przesuniecia bitowego.

A zatem pozostata nam juz tylko jedna niewyjasniona kwestia, a mianowicie
implementacja zliczania zapalonych bitéw (czyli jedynek) w liczbie calkowite;j.
Okazuje sie, ze w niektorych wariantach jezykow programowania po

prostu mamy do dyspozycji odpowiednig funkcje, np. __builtin_popcount

w kompilatorach z rodziny GCC (jezyki C/C++). Jedli jednak nie mamy tyle
szczedcia, zawsze mozemy wykorzystaé metode zwang, tablicowaniem. Polega
ona na tym, ze jeszcze przed uruchomieniem calego algorytmu obliczamy
tablice bity, ktora dla kazdej liczby catkowitej D-bitowej k przechowuje

liczbe zapalonych bitéw w k. Wartos¢ D dobieramy tak, aby tablica ta

byla stosunkowo niewielka, zeby dalto sie ja szybko wypelni¢ wartosciami
najprostsza mozliwa metoda, czyli przegladajac kolejne bity poszczegdlnych
liczb D-bitowych — dobrym kandydatem jest np. D = 16. Majac do dyspozycji
tablice bity, mozemy dokonczyé rozwiazanie na dwa sposoby: najprosciej,

tzn. zmniejszajac w calym rozwiazaniu warto$é parametru B do 16 (wéwczas
obliczenie wartosci funkcji zapalone_bity sprowadza sie do pojedynczego
odwolania do tablicy bity), albo utrzymujac warto$¢ B = 32, ale kazdorazowo
dzielac liczby, ktérych zapalone bity chcemy zliczy¢, na potéwki odpowiadajace
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Czytelnikéw, ktorzy nie czuja sie¢ zbyt
pewnie, uzywajac operacji bitowych,
zachgcamy do potrenowania na
tamigléwkach bitowych z Delty 11/2008.

16 mniej i 16 bardziej znaczacym bitom (tutaj mamy dwa odwolania do tablicy).
Mozna sprawdzié, ze w kazdym przypadku otrzymujemy rozwiazanie wykonujace
mniej operacji od wyjsciowego, sitowego O(n?).

W ten sposéb zakonczyliSmy opis ulepszonego algorytmu zliczania tréjkatow
w grafie. Nie sposob jednak oprzec si¢ wrazeniu, iz owo ulepszenie jest bardzo
nieznaczne — na tyle nieznaczne, ze nie jest pewne, czy warto byto pisa¢ o nim
caly ten artykul. Aby sie przekonaé o tym, ze jednak moze ono mie¢ sens, wystarczy
sie przyjrze¢ temu, jak rozwija sie wspolczesnie praktyczna strona informatyki. Ot6z
juz w standardowych procesorach mamy do dyspozycji zmienne 64-bitowe (sa one
jednak mniej efektywne niz 32-bitowe — to fakt), ale coraz czeéciej pojawiaja sie juz
tzw. maszyny 64-bitowe i 128-bitowe (te ostatnie sa jednak wciaz dosy¢ rzadkie).
To oznacza takze wzrost mozliwej wartosci parametru B, a przeciez nasz algorytm
(zakladajac, dla uproszczenia, mozliwosé zliczenia zapalonych bitéw liczby za
pomoca pojedynczej instrukeji procesora) ma zlozonoéé czasowa O(n®/B). Majac
takie wzgledy na uwadze, informatycy-teoretycy juz od jakiego$ czasu uwzgledniaja
parametr B w analizach ztozonoéci czasowych swoich algorytméw. Wazne jest
tu podstawowe zalozenie, iz operacje arytmetyczne i logiczne na wbudowanych
liczbach catkowitych mozna wykonywaé w czasie stalym (niezaleznym od B),
ktére to zatozenie jest podstawa analiz ztozonosci bodaj wszystkich istniejacych
algorytmow.
A na sam koniec pozostawiamy Czytelnikom éwiczenie z tej samej serii. Popularna metoda
obliczania najkrétszych $ciezek migdzy wszystkimi parami wierzchotkéw w grafie (skierowanym
badz nie) jest algorytm Floyda—Warshalla. Istnieje takze prostsza wersja tego algorytmu,
w ktérej dla kazdej pary wierzchotkéw sprawdzamy tylko, czy istnieje jakakolwiek Sciezka
taczaca te wierzcholki (t¢ wersje nazywa sie tez czesto algorytmem wyznaczania domkniecia
przechodniego grafu) — patrz pseudokod ponizej. W jaki sposéb mozna uzy¢ operacji na bitach
do usprawnienia tego algorytmu?
for k:=0ton—1do
fori:=0ton—1do
for j:=0ton—1do
t[2l5] == t[d][5] or (t[i][k] and t[k][5]);

Wyglada to tak. Trojkat ABC dzielimy trzema prostymi
réwnoleglymi do bokoéw, przecinajacymi sie w dowolnym
punkcie wewnetrznym D (rysunek). W wyniku takiego

Jeszcze jeden wzor na pole trojkata

W zwiazku z Deltoidem z numeru 4/2009, w ktérym autorka zacheca do
poszukiwania wzoréw na pole trojkata, chcialbym przedstawié¢ pewien dosé
nietypowy wzér ,fraktalny”. Nietypowy, bo pole tréjkata przedstawia jako
pewna zaleznos¢ od pol swoich ,wewnetrznych” trojkatéw — i tylko od nich.
Fraktalny, poniewaz w nieskonczono$¢ mozna powiela¢ pewien algorytm.

wigc

S=(/S1+VS:+1/S3)% O

podziatu otrzymamy trzy tréjkaty podobne do tréjkata
ABC i trzy réwnolegloboki. Oznaczajac przez Si,S2, S3
pola wskazanych tréjkatéw oraz przez S pole tréjkata
ABC, otrzymujemy wzor

S= (V81 +/Sa+/83)°.

Dowdad. 7 podobienstwa trojkatéw mamy
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Dalej, analogicznie, mozna podzieli¢ dowolny z trzech
matych tréjkatow i kontynuowadé ten proces, otrzymujac
trojkaty o polach Ty, 75, ..., T, oraz wzor

n 2
s— (X VR
k=1
Przy n — oo uzyskujemy zatem
> 2
s— (> VR).
k=1

Wiadomo wiec, ze szereg > oo, V/I) jest zbiezny. Biorac
konkretne algorytmy dzielenia tréjkatéow, otrzymamy
pewne szeregi liczbowe, ktorych zbieznosé w sposéb
klasyczny moze by¢ ktopotliwa do wykazania. Zachecam
Czytelnikéw do poszukania takich przyktadéw.

Andrzej WRZESIEN*



