Oszacowanie sumy dlugosci przekatnych Martha UBIK

Jest to skrét pracy uczniowskiej W artykule Marka Kordosa Szacujemy, ktory zostal opublikowany w czasopi$mie
nagrodzonej srebrnym medalem B . B . o . .

w XXXI Konkursie Prac Uczniowskich Matema}fyka Spoiecze.nstwo Nauczanie (41, lipiec 2008), przedstawione jest

2z Matematyki w 2009 roku, Krakéw. nastepujace oszacowanie dla czworokata wypuklego:

pot obwodu < suma przekatnych < obwdd.

Znajduje sie¢ tam réwniez wskazéwka dotyczaca analogicznego szacowania
w pieciokacie. Artykul zakonczony jest kilkoma pytaniami o mozliwe uogdélnienia
tych wynikéw. Na te pytania staralam sie w mojej pracy odpowiedziec.
W dalszej czeSci bede uzywaé nastepujacych oznaczen:
e X — obwdd rozpatrywanego wielokata wypuklego;
e D — suma dlugosci przekatnych tego wielokata;
e n — liczba wierzcholkéw tego wielokata (przyjmijmy, ze n > 3).
W mojej pracy uzyskatam nastepujace nieréwnosci:
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Ponizej przedstawiam szkic dowodu dolnego oszacowania dla n nieparzystego.
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Niech n = 2k + 1 dla pewnej liczby naturalnej k. Oznaczmy wierzchotki
wielokata przez Ay, A, ..., A,.

Dla kazdej liczby catkowite] ¢ z przedziatu [1,n| prawdziwe sa nastepujace
nieréwnosci, ktére wynikaja z nieréwnosci tréjkata (indeksy przy wierzchotkach
rozpatrywane sg modulo n):

(1) |Aidive| <|AiAiq |+ A1 Aiss|,

(2)  [AiAigs| < [AiAipa| + [Aiv1Aiga| + [Aip2 Aiys],

() A <[AiAipa] + [Air1 Aigo| + [Aipa Aisa] + [AipsAiral,

(k) [Aidige| <[AiAipa| + [Aiv1Aiga| + [Aipa Aigs| + -+ [Aige—1Aigs]-

W ten sposéb dla kazdego indeksu ¢ wypisujemy oszacowania gorne dla
przekatnych o jednym wierzchotku w A;, a drugim lezacym nie dalej niz

o k wierzchotkéw od niego, liczac w kierunku odwrotnym do wskazéwek zegara
(zobacz rys. 1). Przykladowo, gdy i = 1, to po lewej stronie wystapia wszystkie
przekatne wychodzace z wierzchotka Aj, dla ktérych indeks drugiego wierzchotka
nie jest wiekszy od (k + 1). Jesli rozpatrzymy takie nieréwnosci dla wszystkich
wierzchotkéw, to oszacujemy wszystkie przekatne — kazda doktadnie raz.

Zauwazmy, ze kazdy bok wielokata wystepuje w nieréwnosci typu (1) dwa razy,

typu (2) — trzy razy, a ogdlnie w nieréwnosci typu (m) — m + 1 razy. Dodajac

powyzsze nieréwnosci stronami, otrzymujemy zatem:

Bk+1)-2 "7_1~"T+1*2.X:n2—9.X.
2 2 8

W podobny sposéb mozna uzasadnié¢ dolne oszacowanie w przypadku, gdy liczba

bokow wielokata jest parzysta.

Rys. 1. |a1| < |A1Bis| + |A2Bis],
las| < |A3Bis| 4 |A4Bisl,

lar] + las| < [A1As| + [A2 A4l D<(24344+...+k)-X=

) o Aby wykazaé¢ prawdziwos¢ gérnego oszacowania, wystarczy zauwazy¢, ze sume

W przypadku wielokata o liczbie . 1. . . . , . , ,

bokéw n = 2k nalezy uwzglednic, e dtugosci kazdej pary niesagsiadujacych bokéw mozna oszacowaé z goéry przez

przekatne, ktére lacza wierzcholki sume dlugosci taczacych je przekatnych (rys. 1). Poniewaz kazdy koniec kazdej

o numerach réznigcych si¢ o k, wystepuja  przekatnej ma punkt wspélny z dwoma bokami, a kazdy koniec kazdego boku

w powyzszych nieréwnoéciach dwukrotnie. , . . . . .
ma punkt wspélny z (n — 3) przekatnymi, to, dodajac stronami wszystkie takie
nieréwnosci, otrzymamy oczekiwane oszacowanie.

Okazuje sie, ze przedstawione powyzej nieréwnosci sa optymalne, tzn. dla
kazdego n > 3 istnieje wielokat wypukly, dla ktérego warto$¢ wyrazenia % jest
dowolnie bliska liczbie %73 oraz wielokat, dla ktorego ta wartosé jest dowolnie

bliska liczbie n%g dla n parzystego, a %79 dla n nieparzystego.
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Cykl Eulera to taki cykl w grafie, ktory
przechodzi przez kazda jego krawedz
doktladnie raz.
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Rozwazmy najpierw wielokat z rysunku 2. Zacznijmy od ustalenia punktow

B i C. Chcielibyémy, zeby w naszym wielokacie boki AB i AC' mialy dlugoscé b,
a pozostale boki (mozemy narysowaé ich dowolnie duzo) — dlugosé a. Taki
wielokat istnieje dla kazdego b > @. Wystarczy wykazaé, ze dla dostatecznie
duzej wartoéci b stosunek % przyjmie warto$¢ dowolnie bliska liczbie %

To stwierdzenie na pewno wyda sie¢ intuicyjne, gdy przypomnimy sobie

pomyst na dowdd oszacowania gérnego: wierzcholek A nalezy do 2 bokdéw

in — 3 przekatnych. Doktadne rachunki pominiemy.

Natomiast w celu wykazania, ze optymalne jest dolne oszacowanie w przypadku
nieparzystokata, mozna rozpatrze¢ wielokat z rysunku 3 o dwéch bokach A; By,
i B1Ag41 dlugosci b i pozostalych bokach dhugosci a.

Podobny problem mozna rozwazy¢ w przypadku wieloScianéw. Nazwijmy
przekrojem trojkgtnym tréjkat, ktorego wszystkie wierzchotki naleza do zbioru
wierzchotkéw rozwazanego wielo$cianu wypuktego. Przyktadowo, posréd trojkatdw
zacieniowanych na rysunku 4, przekrojami tréjkatnymi sa szare, a nie jest

takim przekrojem kolorowy. Niech w bedzie liczba wierzchotkéw wielo$cianu,

T oznacza sume pdl wszystkich przekrojow tréjkatnych danego wieloscianu, a .S pole
powierzchni catkowitej tej bryly. Mozna oszacowaé¢ warto$¢ wyrazenia %
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Moze Tobie, Czytelniku, uda sie¢ to oszacowanie poprawic¢?

Ja otrzymalam wynik:

Drugi problem , przestrzenny” dotyczy przekatnych wieloScianu. Niech tym razem X
oznacza sume dtugosci krawedzi danego wieloécianu, a D sume dlugoéci przekatnych
wielo$cianu oraz przekatnych jego Scian. Niech ponadto k i w beda odpowiednio
liczba krawedzi oraz liczba wierzchotkéw danego wieloscianu (w > 4).

Oszacowanie gorne wyrazenia % ze wzgledu na w nie jest mozliwe, bo dla kazdego
w > 3 mozna skonstruowaé ostrostup o dowolnie duzej odleglosci wierzchotka od

plaszczyzny podstawy, a wraz z jej wzrostem zwieksza sie warto$¢ tego wyrazenia
(jedynymi skladnikami D sa dlugosci przekatnych podstawy, a one nie zmieniaja
sie przy zmianie wysokosci ostroshupa; zwiekszaja sie natomiast dtugosci krawedzi
bocznych). Zatem warto$¢ wyrazenia % nie jest ograniczona z gory.

Mozna natomiast szacowaé z dotu. Jesli podwoimy szkielet wieloscianu,

tzn. potraktujemy go jako graf i kazda krawedZ zamienimy na dwie o tych samych
wierzchotkach, to wéwczas z kazdego wierzchotka wieloscianu bedzie wychodzi¢
parzysta liczba krawedzi, co jest warunkiem wystarczajacym do istnienia cyklu
Eulera w skonstruowanym w ten sposob grafie. Na rysunku 5 przedstawiony jest
taki cykl dla szescianu. Liczby przy wierzchotkach oznaczaja kolejno$é odwiedzania
w cyklu Eulera. Mozna dokonaé¢ podobnego szacowania jak w przypadku
plaszczyzny, tzn. dlugosé odcinka taczacego wierzchotek odwiedzany w cyklu Eulera
jako i-ty z wierzchotkiem odwiedzanym w cyklu jako j-ty oszacowaé przez sume
dlugosci odcinkéw taczacych wierzchotek o numerze iz (i + 1), (i + 1) z (1 + 2), .. .,
(j — 1) z j. Trzeba jednak uwzglednié, ze nie kazdy odcinek taczacy wierzchotki
o niekolejnych indeksach jest przekatna wielo$cianu lub przekatna jego Sciany.
Przykladowo, na rysunku 5 odcinek taczacy piaty wierzchotek cyklu z wierzchotkiem
dwunastym jest krawedzia, a odcinek laczacy wierzchotek szdsty z wierzchotkiem
dwunastym jest zdegenerowany do punktu.

Powyzsza metoda otrzymalam nieréwnoscé:

9 X
(*) k2 — 10k —3w D
Poniewaz k > %w, wiec dla k > 6 mianownik lewej strony nieréwnosei (x)
bedzie dodatni. Dla k = 6 i w = 4 (dla czworoscianu) mianownik ten zeruje sie
— czworoscian nie ma przekatnych ani przekatnych $cian.

Pozostaje pytanie, czy powyzsze oszacowanie jest optymalne. Wszystkich
Czytelnikéw zachecam do préby znalezienia odpowiedzi, gdyz nie udato mi sie
ani znalez¢ optymalnego przyktadu, ani poprawié oszacowania. Opisany tu temat
z pewnoscia nie jest wyczerpany, wiec namawiam, by przyjrze¢ mu sie uwazniej.
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