Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
— umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2010

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
581 (WT = 3,31) i 582 (WT = 1,28)
z numeru 5/2009

Janusz Olszewski Warszawa 46,65
Jerzy Cisto Wroctaw 42,86
Marek Prauza Poraj 42,39
Tomasz Warszawski Krakéw 42,26
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Tomasz Tkocz Rybnik 38,43
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,49

Oto hit absolutny: nowy rekord.

Pan Janusz Olszewski: 44 punkty po raz
jedenasty!

Wielkie brawall!

alzagzl, a3:2,

Zadania z matematyki nr 593, 594
Redaguje Marcin E. KUCZMA

593. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie:

Up410n42 +5
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Dowies¢, ze wszystkie jego wyrazy sg liczbami catkowitymi.

594. Rozwazamy funkcje
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fx) =

Niech a bedzie ustalong liczba rzeczywista, rézna od 0 i 1. Znalezé wszystkie

liczby rzeczywiste x, spelniajace réwnanie f(x) = f(a).

Zadanie 594 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

585. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K i L sg rzutami prostokatnymi
punktu przeciecia jego przekatnych na proste BC' i DA. Punkty M i N sg $rodkami bokéw AB
i CD. Wykazaé, ze punkty K i L sa symetryczne wzgledem prostej M N.

586. Dowies¢, ze kazdy dziewigcioelementowy podzbiér zbioru {1,2,...,99} ma takie dwa rozlaczne
niepuste podzbiory A i B, ze suma liczb w zbiorze A jest réwna sumie liczb w zbiorze B.

585. Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych. Czworokat ABC D

ma okrag opisany, wigc trojkaty BEC i1 AED sa podobne. Punkty K i L sa
spodkami wysokosci w tych trojkatach (albo leza oba na bokach BC'i AD, jak

A na rysunku, albo oba na przedluzeniach tych bokéw).

Srodki P i Q odcinkéw BE i AE laczymy odpowiednio
z punktami K i L oraz z punktem M. Tworza sie
podobne tréjkaty réwnoramienne FPK i EQL oraz
rownoleglobok EPM Q. Tak wiec

|IMP| = |QE| = |QL|, [MQ|=|PE|=|PK]|
oraz

|[SEPK|=|<EQL|, |<EPM|=I|XEQM|.
Dodajemy stronami ostatnie dwie réwnosci (w sytuacji
jak na rysunku — przy innym polozeniu punktéw trzeba

te réwnosci odjaé) i otrzymujemy |<KPM| = |<LQM|.

7 uzyskanych zwiazkow wynika przystawanie tréjkatow
MPK i LQM, wiec i réwnosé¢ |M K| = |MLJ|.

Analogicznie stwierdzamy, ze |[NK| = |[NL|. Zatem
punkty M i N leza na symetralnej odcinka K L.

586. Niech {a1,as,...,a9} bedzie zadanym zbiorem
liczb naturalnych, 1 < a; < as <... < ag < 99.
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Bedziemy rozwazali tylko te jego podzbiory F', ktére
spelniaja warunki

3<|FI<6, |FN{as..
Liczba takich zbioréw wynosi

3<;<6 <Z> <?> - kzz (2) iz;i G’) = 395,

k>2
Suma liczb w kazdym takim zbiorze F' jest nie mniejsza
niz b i nie wieksza niz ¢, gdzie

.,a9}| > 2.

b=ai+a4s+as, c=a4+as+ag+ar+ag+ ag.
W przedziale (b; ¢) jest ¢ — b+ 1 = d liczb naturalnych,
d=ag+ag+ar+ag—a;+1<99+ 98+ 97+ 96 < 395.

Zatem pewne dwa rézne takie zbiory maja jednakowa
sume elementow. Jezeli nie sa roztaczne, odrzucamy ich
czesé wspdélna i dostajemy zbiory A i B, o jakie chodzi.
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
480 (WT = 1,36) i 481 (WT = 2,14)
z numeru 6/2009

Andrzej Idzik Bolestawiec 45,76

Krzysztof Magiera Losiéw 35,98
Michal Kozlik Gliwice 25,50
Jerzy Witkowski ~ Radlin 16,54

Od 14 lat Pan Idzik wystepuje

w szrankach naszego Klubu, a teraz
zakoniczyl dziewiata runde! Oznacza to
wspaniale tempo — co péttora roku pelne
okrazenie. Ile rund jeszcze zaliczymy,
Panie Andrzeju?

Nalezy wigc zbadaé przebieg funkcji f(a) = (k —sina)?tg

Zadania z fizyki nr 490, 491
Redaguje Jerzy B. BROJAN

490. Fusy herbaciane sa nieco ciezsze od herbaty i opadaja na dno. Gdy zamieszamy
herbate, powstaje sita odsrodkowa, ktora powoduje podwyzszenie poziomu herbaty
przy brzegu naczynia, tak jakby sita ciezkosci byta odchylona od pionu na zewnatrz
(méwimy o ,,pozornej sile cigzkosei”, bedacej suma sily cigzkosei i sity od$rodkowej).
Zatem role dna powinien pelnié¢ raczej zewnetrzny brzeg denka szklanki, a nie jego
srodek. Dlaczego wiec fusy zbieraja sie na srodku denka?

491. Do strumienia czystej wody plynacej z predkoscia vg = 10 cm/s
wprowadzono koncowke rurki, przez ktéra wyplywa zabarwiona woda w tempie
A = 1000 cm?/s. Obliczy¢ $rednice d strumienia wody zabarwionej w odleglosci
I =5 cm za koncéwka rurki (rys. 1), przy nastepujacych zalozeniach:

1) woda wyplywa z rurki izotropowo (jednakowo we wszystkich kierunkach),
2) przeplyw jest stacjonarny (staly w czasie) i laminarny, tzn. nie wystepuje
mieszanie.

Wskazowka. Dla pola przepltywu cieczy obowiazuje zasada superpozycji
(podobnie jak np. dla pola elektrycznego), zgodnie z ktéra w kazdym punkcie
wektor predkosci cieczy jest suma stalego wektora 4 i radialnie skierowanego
wektora o wartosci zaleznej od A i od odlegtosci od rurki.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

482. Dwa male ciala o jednakowych masach zawieszono na nitkach o dlugosci I zaczepionych

w odlegto$ci d od siebie (rys. 2). Ciala sa naladowane przeciwnymi znakami. Jaki warunek musza spetniaé
lid, aby przy pewnych wartosciach mas i tadunkéw mogtly istnie¢ dwa rézne poltozenia réwnowagi cial?
Jaki musi by¢ ten warunek, aby mogly istnieé¢ trzy rézne polozenia réwnowagi? Czy sa to polozenia
réwnowagi trwalej, czy nietrwalej? Nie bierzemy pod uwage sytuacji, w ktorej ciata si¢ stykaja.

483. Dwie zwojnice zawieszono na przewodach. Po wlaczeniu zasilania pradem przemiennym
przyciagnely sie (rys. 3). Gdy miedzy nie wstawiono pionowg plyte z pewnego materiatu, zaczely sig
odpychaé¢. Na czym polega efekt? Jaki to byl material?

482. Zauwazmy najpierw, ze w polozeniu réwnowagi katy odchylenia nici od pionu
muszg, by¢ jednakowe. W przeciwnym przypadku dla ciata o wiekszym kacie odchylenia
wigksza bytaby tez prostopadla do nici sktadowa sity ciezkosci, natomiast sita
oddziatywania elektrycznego dziatalaby nieco w dél, wiec ,mniej efektywnie” —
jej sktadowa prostopadta do nici bytaby mniejsza niz dla drugiego ciata i warunki
réwnowagi bytyby ze soba sprzeczne. Dla jednakowych katéw « ciata sa na jednakowej
wysokosci, sita oddzialywania elektrycznego Fe. jest pozioma, a warunek réwnowagi
sprowadza sie do wzoru

F. = Fstga,

gdzie Fy jest sila ciezkosci. Poniewaz Fe jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odlegtosci cial, réwnej d — 2 sin o, wiec wprowadzajac parametr k = d/2[, otrzymujemy
réwnanie

(k—sina)*tga = A,
gdzie w wyrazeniu A zebrane zostaly wszystkie pozostate stale (tadunki, masy itd.).

natomiast dla k& > V2 funkcja monotonicznie rosnie i mamy

dla katéw spetniajacych warunek sin o < k. Nietrudno
przekonac sieg, ze dla k < 1 w rozwazanym przedziale

funkcja ma jedno maksimum, a wiec réwnanie f(a) = A

ma dla odpowiednio malych A dwa rozwiazania — pierwsze
w obszarze, gdzie f rosnie, a drugie, gdzie f maleje. Rosnaca
funkcja f oznacza, ze przy wiekszym wychyleniu wzrost
odpowiedniej sktadowej sity cigzkosci (za co odpowiada
czynnik tg «) przewaza nad spadkiem odlegltosci cial

i wzrostem sity Fe, czyli w pierwszym przypadku réwnowaga
jest trwala; analogicznie w drugim jest nietrwatla. Dla

1 < k < /2 funkcja (rozpatrywana teraz w przedziale od
zera do 90°) najpierw ro$nie, nastepnie maleje, a dalej znéow
rosnie, wiec przy odpowiednio dobranej warto$ci A mamy
trzy polozenia réwnowagi (trwala, nietrwala, trwala),
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jedno potozenie rownowagi trwalej.

Sciste wyprowadzenie granicznej wartosci k wymaga
dwukrotnego rézniczkowania — najpierw przyrownania
pochodnej f’(a) do zera, skad wynika zaleznosé k(a),

a nastepnie wyznaczenia maksimum tej funkcji (rozwiazania
réwnania k'(a) = 0).

483. Plyta byla wykonana z dobrego przewodnika (np.
miedzi), a przyczyna odpychania bylty wzbudzane w niej
prady wirowe. O zwrocie sity oddzialywania pradéw
wirowych na zwojnice decyduje reguta Lenza — prad wirowy
»Sprzeciwia si¢” zmianom pola magnetycznego, czyli
wytwarza pole przeciwnie skierowane (jakby na osi zwojnicy
powstal magnes o przeciwnym ustawieniu biegunéw).



