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Zadania rozwigzywane w kolejnych
odcinkach zwykle beda pochodzié¢

z konkurséw matematycznych z réznych
krajéw. Wyjasnienia skrétéw nazw
znajdziecie na stronie Delty.

W tym odcinku, oprécz zadan z polskich
konkurséw, mamy zadanie z Olimpiady
Matematycznej Czech i Stowacji.

Metoda siatek

Pierwszy kacik poSwiecimy metodzie siatek przydatnej w rozwiazywaniu
zadan przestrzennych. Powierzchnie wielocianu wystepujacego w zadaniu
mozna rozciac i roztozy¢ na plaszczyznie. W ten sposob czesto uzyskamy
zaleznoéci, ktorych nie widaé w przestrzeni. To podejscie jest szczegdlnie
skuteczne, gdy wszystkie obiekty rozpatrywane w zadaniu sa polozone na
powierzchni wieloscianu. Ale nawet jesli wystepuja jakies inne elementy, to
czesto przygladajac sie siatce mozna uzyskaé przydatne wnioski albo chociaz
bardziej czytelny rysunek do zadania. Warto przy tym pamietac, ze siatke
mozemy skonstruowaé takze dla wieloSciandéw zdegenerowanych — jesli teza
zadania dla przypadku zdegenerowanego jest nieprawdziwa, to znaczy, ze
niektoére siatki trzeba wykluczy¢ z rozwazan.

Zajmiemy sie tutaj jedynie takimi zadaniami, w ktorych narysowanie siatki
faktycznie wnosi co§ nowego do rozwiazania.

1. (OMG 2-11-5) Tréjkqet ABC' jest podstawq ostrostupa ABCS, w ktérym
JASB = ¥BSC = xCSA =20°.

Wykazaé, ze obwod triojkgta ABC' jest nie mniejszy od diugosci kazdej krawedzi
AS, BS, CS.

Rozwigzanie. Rozetnijmy powierzchnie ostrostupa wzdtuz krawedzi AC,
BC, SC iroztézmy ja na plaszczyznie. W ten sposéb uzyskujemy szedciokat
AC1BC3S8C5 bedacy siatka tego ostrostupa (rys. 1). Poniewaz SCy = SCj
oraz <(C5S5C3 = SASB + <BSC + <CSA = 60°, wiec trojkat CoC3S jest
rownoboczny. Stad

CA+ AB+ BC = CyA+ AB+ BC3 > C2C3 = CS.

Analogicznie dowodzimy, ze obwdd trojkata ABC jest nie mniejszy od diugosci
pozostatych krawedzi bocznych.

2. (CZS 1995) W czworo$cianie ABC'D sumy kqtéw plaskich przy wierzcholkach
A i B wynoszq po 180°. Wykazaé, ze CD > AB.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy szesciokat D1 ADyBD3C bedacy siatka czworo$cianu
ABCD (rys. 2). Z tresci zadania wynika, ze punkty A i B leza odpowiednio
na odcinkach DDy i Dy Ds. Ponadto z réwnosci ADy = ADy 1 BDy = BDs
wynika, ze D1 D3 = 2AB. Korzystajac z nieréwnosci tréjkata D1C Ds,
otrzymujemy

2CD = CD, +CDs > D, D3 = 2AB.

3. (OM 47-111-4) W czworoécianie ABCD zachodzq réwnosci
IBAC = xACD oraz <ABD = <BDC.
Dowiesé, ze krawedzie AB i C'D majg jednakowq diugosc.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy szesciokat AD;Cy BC'D bedacy siatka czworoscianu
ABCD (rys. 3). Przepisujac réwnosci dane w tresci zadania jako

{BAO = {ACD oraz <}':1431)1 = {Bchl,

widzimy, ze proste CD, AB i C1D; sa réwnolegle. Stad i z réwnosci

CD = Cy1D; wynika, ze czworokat C DD1C jest réwnoleglobokiem. Biorac pod
uwage M i N, $rodki odcinkéw DD; i CCy, uzyskamy réwniez rownoleglosé
prostych CD i M N, a wigc tez AB i MN. Poniewaz AD = AD; i BC = BCh,
to punkty A i B leza na symetralnych odcinkéw DDy i CCy. Skoro jednak
odcinki C'C7 i DD; sa réwnolegle, to ich symetralne réwniez. To wraz

7z poprzednim spostrzezeniem, ze AB || MN, oznacza, iz czworokat ABN M
jest réwnoleglobokiem. W takim razie AB = M N = CD (uwazny Czytelnik

z pewno$cia dostrzeze, ze z rozwiazania wynika takze réwnosé AD = BC).

Szczedliwi oddajemy takie rozwiazanie zadania na olimpiadzie matematycznej,

a potem ze zdziwieniem zauwazamy, ze obcieto nam punkty. Dlaczego?

No wtlasnie, po chwili zastanowienia dostrzegamy, ze dowolny trapez spelnia
zalozenia zadania, a nie musi spelnia¢ tezy. Gdzies wiec milczaco skorzystaliSmy
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7 tego, ze czworoscian ABC D jest niezdegenerowany. Po dokladniejszym
przyjrzeniu sie stwierdzamy, ze dowdd psuje sie tylko w przypadku, gdy
symetralne odcinkéw CC; 1 DD, pokryja sie (punkty A, B, M, N leza
wtedy na jednej prostej i nie mozna stad wywnioskowaé, ze ABN M

jest réwnoleglobokiem, choéby zdegenerowanym do odcinka). To ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X DAB = < BAC + XDAC. Jednakze
w dowolnym niezdegenerowanym czworoscianie w kazdym wierzchotku
suma dwoch katéw plaskich jest wigksza od trzeciego, wiec w przypadku
niezdegenerowanym wspomniane proste nie moga si¢ pokry¢. Na takie
niespodzianki nalezy bardzo uwazaé, dlatego zawsze warto zastanowié sie, co sie
dzieje w przypadku zdegenerowanym.

Zadania

4. (OM 51-111-4) W ostrostupie prawidlowym o wierzcholku S i podstawie

Ay As.. Ay, kazda krawedZ boczna tworzy z plaszezyzng podstawy kgt 60°. Dla
kazdej liczby n > 3 rozstrzygnadé, czy mozna wybrac takie punkty Bs, Bs, ..., By,
lezgce odpowiednio na krawedziach AsS, A3S, ..., A,S, Ze

AlBQ + ByBs+ B3Bs+ ...+ B,_1B, + BnAl < 2A15

5. (UKR 1996) W czworoscianie SABC' zachodzg réwnosci
LASAC + «CAB = LSBA, <ISAB+ <CAB = <SCA, SB+SC=_SA.
Wyznaczyé miare kgta miedzy dwusiecznymi kqtow plaskich ASB i ASC' tego

czworoscianu.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA

Redaguje Waldemar POMPE

M 1264. Ciag x1,x2, ... liczb calkowitych dodatnich jest okreslony
rekurencyjnie w nastepujacy sposob: liczba x,, 1 powstaje z liczby x,, poprzez
dodanie do niej wartoéci liczbowej pewnej niezerowej cyfry zapisu dziesietnego
liczby x,,. Rozstrzygnaé, czy tak okredlony ciag x1,xs, ... moze sktadaé sie
jedynie z liczb nieparzystych.

Rozwiazanie na str. 1

M 1265. Dany jest zbiér S na plaszczyznie. Punkt A € S nazwiemy punktem
widokowym zbioru S, jesli dla kazdego punktu X € S odcinek AX nalezy do
zbioru §. Wykazaé, ze jezeli punkty A i B sg punktami widokowymi zbioru S,
to kazdy punkt odcinka AB jest takze punktem widokowym zbioru S.
Rozwiazanie na str. 8

M 1266. Znalezé 100-wyrazowy, niestaly, ciag arytmetyczny liczb calkowitych
dodatnich, w ktorym kazde dwa wyrazy sa wzglednie pierwsze.
Rozwigzanie na str. 11

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 755. Dwie banki mydlane o promieniach ry i ry zlewaja sig, tworzac jedna
banke o promieniu r3. Znajac napiecie powierzchniowe o, znalezé ci$nienie
atmosferyczne.

Rozwiazanie na str. 10

F 756. Woda w garnku jest podgrzewana za pomoca grzaltki elektrycznej

o mocy P = 1000 W. W ciagu dwéch minut temperatura wody wzrosta z 85°C
do 95°C. Grzalka zostata wylaczona, a temperatura wody spadla w ciagu jednej
minuty o jeden stopien. Ile wody znajdowalo sie w garnku? Cieplo wlasciwe
wody wynosi 4,19 - 10® J/(kg - K).

Rozwiazanie na str. 24
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