Informatyczny kacik olimpijski (26): Postancy

Kolejny kacik poswiecamy zadaniu Harbingers (Postaricy) z Olimpiady
Informatycznej Srodkowej Europy 2009.

Rozwazmy pewne panstwo z wyrdézniona stolica, w ktérym sieé¢ drog tworzy
drzewo (tj. nieskierowany graf spdjny bez cykli). W kazdym miescie (wierzchotku
grafu) ¢ znajduje si¢ postaniec o parametrach: s; — czas w minutach potrzebny na
przygotowanie do podrézy, v; — liczba minut, w ciagu ktérych przebywa kilometr
trasy. Znamy tez dlugosci poszczegdlnych drég. Aby przestaé wiadomosé z pewnego
miasta x do stolicy, nalezy wysla¢ stamtad poslanca w jej kierunku (w drzewie
jest on wyznaczony jednoznacznie). Na swej trasie, w dowolnym miescie moze on
albo postanowi¢ kontynuowa¢ podroz w kierunku stolicy, albo skonczyé podrédz

i przekaza¢ wiadomos¢ kolejnemu postancowi, ktéry bedzie musial przygotowaé
sie do podroézy i kontynuowaé dzieto poprzednika z podobnymi opcjami w kazdym
kolejno napotkanym miescie. Zmian postancéw na drodze do celu moze by¢ dowolnie

wiele, ale kazdy nastepny potrzebuje czasu na przygotowanie sie. Dla kazdego

miasta chcieliby$my obliczy¢, w ile minut mozna najszybciej przestaé stamtad

wiadomos$¢ do stolicy.

Jako pierwsze nasuwa si¢ rozwiazanie o ztozonosci O(n?).
Obliczajmy wyniki w; dla kolejnych wierzchotkéw,
poczynajac od tych najblizszych stolicy. Zaczniemy od
ws = 0 dlasamej stolicy. Dla kazdego kolejnego wierzchotka
1 musimy zdecydowac, do ktérego miasta powinien dojsé
postaniec wystany z ¢ przed pierwsza zmiana. Niech bedzie
to miasto j, oczywiscie na drodze z ¢ do stolicy. Wtedy
w; = min; {s; + v; - odl(i, j) + w;}, przy czym odl(i, j)
jest odlegloscia pomiedzy miastami ¢ oraz j. Jezeli na
samym poczatku obliczymy odleglosci d; od stolicy do
wszystkich miast, to mozemy przeksztalci¢ nasz wzér tak:
w; = min; {s; +v; - (d; — d;) + w;}; jego bezposrednie
zastosowanie daje rozwigzanie o zlozonosci O(n?).

Okazuje sie, ze rozwigzanie to mozna usprawnic.
Zacznijmy od dalszego przeksztalcenia naszego wzoru:
w; = 8; +v; - d; +min; {w; —d; - v;}. Wérédd prostych
o réwnaniach y = w; — d; - « (wciaz dla j ze Sciezki
taczacej i ze stolica) bedziemy szukaé tej, ktéra lezy
najnizej dla z = v;. Wspodlczynniki kierunkowe tych
prostych dla kolejnych j sa uporzadkowane malejaco, bo
odlegtos¢ od stolicy jest coraz wieksza. Aby efektywnie
znajdowaé¢ najnizsza prosta, pamietamy dla kolejnych
przedzialéw, ktora prosta jest najnizej na danym
przedziale (patrz rysunek powyzej).

Bedziemy przechodzié nasze drzewo w glab (ze stolicy),
obliczajac kolejne w; i utrzymujac taka strukture prostych
dla aktualnej $ciezki ze stolicy do wierzchotka, w ktérym
jestesmy. Bedziemy wykonywaé trzy rodzaje operacji:

1. wyszukanie w strukturze prostej o najmniejszej
wartosci y dla x = v;, aby méc obliczyé¢ w;;

2. wstawienie nowej prostej i aktualizacja struktury;

3. wyrzucenie takiej prostej i cofniecie zmian w strukturze
(przy cofaniu si¢ w przeszukiwaniu grafu).

Pierwsza operacje wykonujemy za pomoca prostego
wyszukiwania binarnego po koncach przedzialéw
zawartych w strukturze. Druga wymaga usuniecia pewnej
liczby prostych z prawej strony (potencjalnie zadnej)

i umieszczenia na ich miejscu nowej. Nowo wstawiona
prosta jest zawsze polozona najbardziej na prawo, bo

20

ma najmniejszy wspoélczynnik kierunkowy. Aby moc
wykonywadé trzecia operacje, usuwane w drugiej operacji
proste musimy jako$ przechowywaé¢ w pamieci. W tym
celu do implementacji naszej struktury uzyjemy tablicy,
ktéra bedziemy wypelniaé¢, poczawszy od skrajnie
lewych komorek, zaopatrzonej w licznik aktualnie
uzywanych komérek. Przy wstawianiu nowej prostej
zapamietujemy gdzie$ na boku, co znajdowato sie

w komorce tablicy, w ktérej te prosta umiescilisSmy,

oraz ile prostych usuneli$émy ze struktury (a wiec stala
ilo$¢ danych dla kazdej operacji). Ponizej zilustrowano
przebieg wstawiania prostej x do struktury w dwdch
réznych przypadkach. Dane na bialym tle nie sa

w aktualnej strukturze, ale znajduja sie w tablicy

i moga kiedys postuzyé¢ do odtwarzania wczedniejszej
zawartosci struktury. Widaé, ze w obu przypadkach
mozna pbzniej, przy cofaniu sie¢ w przeszukiwaniu grafu,
zrekonstruowaé¢ wyjsciowa zawarto$¢ struktury.

licznik = 4
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Przypadek 1:
|a|b|x|d|e|f|g| licznik = 3

wyrzucone: 2, zapamigtane: ¢

Przypadek 2:
[abfcfal=]f]y]

licznik = 5
wyrzucone: 0, zapamietane: e

Zaznaczmy, ze w drugiej operacji nalezy binarnie
wyszukaé, ile prostych z konca trzeba usunaé.

Tak wiec, operacje pierwsza i druga wykonujemy

w czasie logarytmicznym, a trzecia w czasie stalym.
Otrzymujemy algorytm dzialajacy w czasie O(nlogn)
i pamieci O(n).

Dodajmy na koniec, ze w tym zadaniu w potowie
testéw stopien kazdego z wierzchotkéw byl réwny co
najwyzej 2. Polecamy Czytelnikowi zastanowienie sie,
na ile upraszcza to omawiany algorytm i czy w tym
przypadku istnieje szybsze asymptotycznie rozwigzanie.
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