Tableau [wym. tablo, Im. tableaux, z tg
sama wymowg] — po francusku tablica.
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Rys. 1. Diagram Rys. 2. Prayklad
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Rys. 5. Rozmiary haczykéw.

Co ciekawe, diagram Ferrersa

z wpisanymi w komoérki dlugosciami

haczykéw prawie nigdy nie tworzy

standardowego tableau Younga.

Polecam Czytelnikowi
poeksperymentowanie z prawem

haczykowym takze na kilku mniejszych

przykladach, np. (3,2) F 5.

1 2 3 n—2n—-1 n
1{n+1| n [n-—1 4 3 2
2l n [n—1{n—2 3 2 1

Rys. 6. Rozmiary haczykéw.

Poprawne stowo nawiasowe to napis
zlozony z nawiaséw otwierajacych ’(’

i zamykajacych ’)’, w ktérym kazdemu
nawiasowi otwierajgcemu mozemy

jednoznacznie przyporzadkowac jakis

nawias zamykajacy.

*student, Wydzial Matematyki,
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Tableau Younga i prawo haczykowe
fukasz BIENIASZ-KRZYWIEC™

Prawo haczykowe to bardzo ciekawy wzor kombinatoryczny na liczbe réznych
tableaux Younga (o tym, co to za stwory, za chwile). Niniejszy artykul jest
poswiecony pieknemu dowodowi prawa haczykowego. Dowodowi, ktéry jest oparty
na idei wykraczajacej daleko poza przyziemne schematy, siegajacej krolestwa
natchnienia i tworczosci, a jednoczesnie zaskakujaco prostej i zrozumiale;j.

Kazda liczbe naturalna n mozna przedstawié¢ (czesto na wiele sposobéw)

w postaci skonczonej sumy dodatnich liczb catkowitych n = Ay + Ao + ... + A\,
gdzie \y > Ay > ... > \,,,. Takie przedstawienie nazywamy podzialem liczby n

i oznaczamy (A1, Ag, ..., Am) F n lub w skrocie A b n. Podzialy liczb naturalnych
wygodnie jest reprezentowaé graficznie w postaci diagramdéw Ferrersa (zwanych
czasem diagramami Younga). Na przyklad podzialowi 12 =4+3+3+1+1
odpowiada diagram z rysunku 1. Méwiac bardziej formalnie, i-ty wiersz
diagramu dla podzialu (A1,..., Ay, ) F n sklada sie z \; kwadratéw (komorek).
Komorke lezaca na przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny oznaczamy (i, 7).

Tableau Younga otrzymujemy poprzez wypelnienie wszystkich komérek pewnego
diagramu Ferrersa liczbami naturalnymi. Méwimy, ze tableau ma ksztalt \ F n,
jesli zostalo uzyskane z diagramu odpowiadajacego podzialowi A - n. Tableau
ksztaltu A - n nazywamy standardowym, gdy zawiera wszystkie liczby ze zbioru
{1,2,...,n} oraz jego kazdy wiersz czytany z lewej do prawej i kazda kolumna
czytana z goéry do dolu tworza ciag rosnacy (przyklad na rys. 2). My bedziemy
zajmowacé sie¢ wytacznie tableaux standardowymi.

Interesujacy nas problem kombinatoryczny wyraza sie nastepujacym pytaniem.
Na ile sposobow mozna rozmiescic liczby 1,2, ..., n wkomorkach diagramu Ferrersa
odpowiadajgcego podziatowi X+ n tak, aby uzyskaé standardowe tableau Younga?

Aby sformulowaé odpowiedz, potrzebna nam bedzie jeszcze jedna definicja.

Kazdej komérce (4, j) diagramu przypisujemy haczyk H,j, czyli zbiér komérek
(a,b), takich ze a =i oraz b > j lub a > i oraz b = j. Rozmiar h;; haczyka to
nic innego jak liczba komérek w zbiorze H;; (patrz przyklady na rys. 3, 41 5).

Prawo haczykowe (Frame-Robinson—Thrall). Jesli A b n jest podzialem n, to
liczba standardowych tableauxr Younga ksztattu X+ n wynosi

fA) = H—hg

gdzie iloczyn w mianowniku przebiega wszystkie komorki diagramu Ferrersa
odpowiadajgcego A = n.

Zanim przejdziemy do uzasadnienia, przyjrzyjmy sie przyktadowi tableau
ksztaltu (n,n) b 2n. Diagram Ferrersa odpowiadajacy podzialowi (n,n) F 2n
to zwykly prostokat o szerokosci n i wysokosci 2. Dlugosci haczykdéw komoérek
z tego diagramu sg widoczne na rysunku 6. Co w tym przypadku méwi prawo
haczykowe? Wszystkich réznych tableaux ksztaltu (n,n) F 2n jest
(2n) 1 (2n)! 1 2n

(n+1)!-n! n+1 nl-nl n+l (n)’
a to jest przeciez n-ta liczba Catalana! Wobec tego standardowych tableaux
ksztaltu (n,n) b 2n jest dokladnie tyle samo, co poprawnych stéw nawiasowych
dlugosci 2n. Znajac ten wynik, mozna tatwo skonstruowaé wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie przypisujace tableaux stowom nawiasowym
i na odwrét. Zostawiam to, jako nietrudne éwiczenie, dla Ciebie, Czytelniku.
Jednak chapeau bas przed tymi, ktoérzy zauwazyli to wczesniej.

Jak wida¢, odpowiedzia na postawione na poczatku pytanie jest formuta
wyrazajaca sie pieknym, zwartym wzorem. Ale skad wziely sie w niej dtugosci
haczykéw? Okazuje sie, ze to pytanie dtugo pozostawalo bez odpowiedzi.
Pierwszy dowdd, wymyslony przez Robinsona i Frame’a oraz niezaleznie Thralla
tej samej majowej nocy 1953 roku, bazuje na skomplikowanych metodach
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Rys. 7. F(4,3,3,1,1) = F(3,3,3,1,1) +

+F(4,3,2,1,1) + F(4,3,3,1).

—
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Rys. 8. Sciezka
(1,1) = (1,2) — (3,2) — (3,3).

=W N =

ot

Rys. 9. W zacieniowanych komérkach
zmniejszamy rozmiary haczykéw.

N | | Ot

=N W

1
8
6
5
2
1]

W N

ot

| w | oo

1
8
6
4
2
1]

Rys. 10

1
2
3
4
5

Rys. 11. A = {1,3}, B = {1,2,3}.

algebraicznych i nie wyjasnia fenomenu haczykéw. Ponizej przedstawiamy

krotki probabilistyczny dowdd, zaproponowany przez Greene’a, Nijenhuisa

i Wilfa dopiero w 1979 roku. Jego centralnym punktem jest eksperyment losowy,
w ktérego definicji pojawiaja sie haczyki.

Na poczatek zauwazmy, ze w kazdym standardowym tableau liczba n musi wystapi¢
w ktoryms z rogow, czyli komorek, ktére leza na koncu zaréwno swojego wiersza,
jak i kolumny. Usuniecie rogu powoduje powstanie mniejszego tableau. Przez
F(X) = F(M\, A2, ..., \p) oznaczmy liczbe standardowych tableaux ksztaltu A  n.
Powyzsza obserwacja daje nam prosta zalezno$é rekurencyjna na F'(X) (rys. 7):

Y FAL, e =1 An) gdy M= 2 A0 > 2> Ay,
1 gdy m =1,
0 W przeciwnym razie,

F()‘la"'a)‘m):

co w skrécie zapisujemy

F=Y F, gdde Fo,=F(\,...., 0 —1....,An).

Zauwazmy, ze tak naprawde sumujemy tylko po rogach, bo sktadniki, dla
ktérych Agyr1 > A — 1, sa réwne 0. Skoro mamy zalezno$¢ rekurencyjna, to
mozemy udowodnié¢ nasza formule haczykowa (tj. wzér F(A) = f(\)) przez
indukcje wzgledem rozmiaru tableau. Dla n = 1 si¢ zgadza. Ale co dalej? Gwozdz
programu tkwi w zweryfikowaniu réwnosci
Jfa
1= Jo
27
(gdzie f i f, definiujemy analogicznie do F i F,,) poprzez nadanie jej
probabilistycznej interpretacji. W tym celu rozwazmy nastepujacy eksperyment.
W pierwszym kroku wybieramy z diagramu Ferrersa losowa komorke (aq,b1).
Prawdopodobienstwo wybrania kazdej komérki jest jednakowe, réwne 1/n.
Nastepnie wybieramy losowa komérke (ag, be) sposrdd reszty komérek
nalezacych do haczyka H,,p,, kazda z prawdopodobienstwem 1/(hq,p, — 1).
Kolejna komorka jest wybierana losowo sposréd pozostatych komérek z H,,p,
itd. Kontynuujemy ten proces, az trafimy do jakiego$ rogu (ag, bg) (rys. 8).
Ciag komoérek (a1, b1) — (az,b2) — ... — (ax, by) wybranych w toku losowania
bedziemy nazywali sciezkg. Powyzszy eksperyment przypisuje konkretnemu
diagramowi Ferrersa ksztaltu A F n przestrzen probabilistyczna (€2, P). Zdarzenia
elementarne to $ciezki. Prawdopodobienstwo $ciezki wyraza si¢ wzorem
1551
P((a1,b1) = ... = (ak, b)) = — - H1 T
Niech P(a, 3) oznacza prawdopodobiefistwo, ze losowa $ciezka konczy sie
w rogu (a, 3). Kazda $ciezka konczy sie¢ w ktéryms rogu, wiec oczywiscie
1= Z(aﬁ) P(a, B). Wobec tego, gdyby udato nam si¢ udowodnié¢ wzér

P(a?ﬁ) = fT(Xa

to zakonczyliby$my dow6d. Sprébujmy. Na poczatek zauwazmy, ze gdy (o, §)
jest pewnym rogiem, to wéwczas (patrz rys. 9 i 10)

(1) fo _Lqp tw g e

f 1<i<a hig — 1 1<j<B haj — 1
() I ()
== I (1+ IIT (1+ .
" igica hig — 1 1<i<p haj =1

Musimy jako$ pokazaé, ze P(«, 3) réwne jest wladnie tyle. Nie obejdziemy sie
bez jeszcze jednej definicji. Niech S bedzie Sciezka

(avb) = (a’lvbl) EAEEE (akabk) = (avﬁ)
koniczaca sie w jakim$ rogu tableau. Rzut $ciezki S to para zbioréw
A ={a1,aq,...,a;} (numery wierszy) oraz B = {b1,ba,...,br} (numery kolumn)
— patrz rysunek 11. Niech P(A, B|a,b) oznacza prawdopodobienistwo, ze losowa
Sciezka zaczynajaca sie w komérce (a,b) ma rzut A, B. Warto$é P(a, §) mozemy
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Pusty iloczyn (iloczyn niezawierajacy
zadnego czynnika) jest réwny 1.

b B
I I
by by
a=aj a=ay
as
a=ai a=a
w dél. ..
Rys. 12
1 2 3 4 1 2 3 4
1 al+] 1l8l|+]+ +|
2 + 2| +
35 |+ [4+F 3+
4|+ 4| +
5 + 5| +

Rys. 13.8 — 1= (4 —1) 4 (5 — 1).

teraz obliczy¢, korzystajac z odpowiednich prawdopodobienstw warunkowych:

1
(2 P(a,) =~ P(ABla,b).
W powyzszym wzorze sumujemy po takich A, B,a,b, ze A C {1,2,...,a},
BC{1,2,...,0} oraza=min A, b =min B i « = max A, § = max B. Aby méc
uczynié¢ uzytek z zaleznosci (2), postuzymy sie nastepujacym wzorem:

(3) P(A,Blab) = ]] - 171 11 ﬁ

€A, i<a P jeB,j<B M
Udowodnimy go przez indukcje wzgledem dlugodci Sciezki k. Dla k = 1 sie
zgadza (dlaczego?). Gdy k > 1, to ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite
otrzymujemy réwnosé

1
P(A,B|a,b) = o1 (P(A\{a},Blaz,b1) + P(A, B\ {b}]a1,b2)).
b 8 Pierwszy sktadnik odpowiada wybraniu drogi w dot,
g' X ka a drugi — drogi w prawo w haczyku Hyy (rys. 12).
1 2

Zaréwno A\ {a}, B, jak i A, B\ {b} odpowiadaja
Sciezkom dlugosci k — 1, zatem na mocy indukcji mamy
P(A\{a}, Blaz,b1) = (hap = 1) - T

oraz
P(A, B\ {b}|a1,b2) = (hap —1) - T,

gdzie T" to prawa strona w réwnosci (3). Wobec tego

P(AaB|a’b): ((haﬁ_1)+(hab_1))'F:Fa

hap — 1 .
bo, jak pokazuje prosty argument rysunkowy
(patrz rys. 13),

hap — 1 = (hag — 1) —+ (hab — ].)
To konczy dowdd wzoru (3).

... czy W prawo?

Jezeli teraz wstawimy wynik ze wzoru (3) do réwnosci (2), to otrzymamy:

P(a,ﬁ):%ZP(A,Bm,b):%Z I — L

i€Ai<a hig =1 JEB,j<B haj =1
I (=) I (=)=

== IJ (1+ II (1+ =

1<i<a hig — 1 1<5<B haj =1 f

Rzeczywiscie, po wymnozeniu prawej strony we wzorze (1) uzyskujemy sume, ktérej

sktadniki sa dokladnie postaci (3). Czyli P(a, 8) = fo/f. To kohczy dowdd!

Wyniki XXVI Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Bystra, 4—7 VI 2009

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — kréotkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2009/10 zaproponowane
przez Jury tematy to:

niezmienniki topologiczne, zdarzenia
nieprawdopodobne, moje ulubione
krzywe, liczby pierwsze, obliczanie
,okropnych” sum nieskonczonych,
twierdzenia typu Ramseya, Enigma

i inne takie, algorytmy przyblizone,
rézne systemy numeracji, potega punktu
wzgledem okregu.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Sl@skim;
www.spinor.edu.pl

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Barttomiejczyk,
dr Tomasz Bielaczyc, dr Adrian Briickner, dr Wlodzimierz Fechner,

mgr Zywilla Fechner, dr Maria Gérnioczek, dr Erwin Kasparck, mgr Renata Kawa,
mgr Tomasz Kochanek, dr hab. Mieczystaw Kula, dr Michal Machura,

dr Janusz Morawiec, dr Barbara Przebieracz, dr Anna Szczerba-Zubek, przyznalo

I nagrode Janowi Wegehauptowi z VIII LO w Katowicach za prace
Stow kilka o uprawianiu geometrii na powierzchni szescianu,

IT nagrode Tomaszowi Smolarczykowi z I LO w Pszczynie za prace
Rozwigzywanie rownan wielomianowych;

IIT nagrode Patrycji Osadnik z I LO w Lublincu za prace

Geometria w geografit

IV nagrode Krystianowi Gruszczynskiemu z I LO w Koszalinie za prace
Matematyka i origami.

W glosowaniu na najlepsza prezentacje nauczyciele nagrodzili
Jana Wegehaupta, a uczniowie Adama Smiatkowskiego, obu z VIII LO
w Katowicach.
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