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Srodek potegowy trzech okregow

W poprzednim artykule (Delta 11/2009) sformultowaliSmy twierdzenie,
ktore byto wykorzystane w konstrukcji. Teraz podamy jego dowdd.
A oto nasze twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dane sq trzy okregi o1, 02 i 03. Okrgg oo jest styczny
wewnetrznie do okrequ 01 w punkcie K. Okrgg o3 przecina okrgg o,

w punktach L i M i przecina okrqgg oo w punktach P i Q. Prosta PQ

i styczna do okregow o1 i 0o w punkcie K majq punkt wspolny T (rys. 1).
Wtedy punkty L, M i T sq wspotliniowe.

Punkt T nazywamy srodkiem potegowym okregdw o1, 0z 1 0s3.

Bedziemy dowodzié¢ szeregu prostych twierdzen. Zaczniemy od
udowodnienia twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa.

Twierdzenie 2. Przypusémy, Ze prosta AC jest styczna do okregu

w punkcie A. Niech odcinek AB bedzie cieciwg tego okregu. Wiedy kgt
BAC jest polowq kgta Srodkowego BOA opartego na tuku AB zawartym
wewngtrz kgta BAC (rys. 2).

Dowdd. Oznaczmy przez « kat BAC. Wtedy < BAO = 90° — « oraz
IBOA=180°—-2-4<BAO =180° —2-(90° — o) = 2av.

Twierdzenie 3. Niech prosta AC bedzie styczna do okregu w punkcie A

i miech odcinek AB bedzie cieciwg tego okregu. Wtedy kqt BAC' jest réwny
kgtowi wpisanemu BDA opartemu na tuku AB zawartym wewngtrz kgta
BAC (rys. 3).

Dowdd. Zauwazmy, ze przy oznaczeniach z twierdzenia 2 mamy

<BDA =3 -4BOA=1 20 =a=<BAC.

Twierdzenie 4. Niech prosta C'I" bedzie styczna do okregu w punkcie C.
Niech nastepnie prosta przechodzgca przez punkt T przecina okrgg
w punktach A1 B (rys. 4). Wtedy TC? =TA-TB.

Dowdd. Z twierdzenia 3 wynika, ze <CAT = < BCT. Ponadto tréjkaty
CAT i BCT maja wspdélny kat przy T'. Stad wynika, ze te trojkaty sa
podobne. Mamy zatem

TA TC

TC ~ TB’
skad wynika, ze TC? =TA-TB.
Twierdzenie 5. Dwie proste przechodzgce przez punkt T (leZgcy na

zewnqtrz okregu) przecinajq okrag w punktach A i B oraz C'i D (rys. 5).
Wtedy TA-TB=TC -TD.

Dowdd. Poprowadzmy styczna T'K do okregu. Z twierdzenia 4 wynika, ze
TA-TB=TK?=TC-TD.
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Warto tez zajrzeé¢ do zadan w numerze
8/2009.

Twierdzenie 6. Dane sq dwie nielezgce na jednej prostej polproste

o wspolnym poczgtku T. Punkty A i B lezg na jednej potprostej, punkt C
na drugiej. Ponadto TA-TB = TC?. Wtedy pélprosta TC' jest styczna
do okregu opisanego na trajkgcie ABC (przy czym, oczywiscie, punktem
stycznodci jest punkt C').

Dowdd. Punkty A, B i C nie sa wspotliniowe, wiec mozna poprowadzié¢
okrag przez te punkty. Prosta T'A przecina ten okrag w dwdch punktach
A i B. Punkt T nie lezy wewnatrz odcinka AB, wiec lezy na zewnatrz
okregu. Stad wynika, ze potprosta T'C jest styczna do okregu lub
przecina go w dwdch punktach. Gdyby pétprosta T'C' przecinata ten
okrag w dwoch réznych punktach C'i D (rys. 6), to z twierdzenia 5
mielibysmy TA-TB =TC -TD, czyli TC =TD, wbrew przypuszczeniu,
ze punkty C'i D sa rozne. Zatem punkt C jest jedynym punktem
wspoélnym prostej T'C' i okregu.

Twierdzenie 7. Dane sq dwie nielezgce na jednej prostej polproste

o wspolnym poczgtku T. Na jednej z nich wybieramy dwa punkty A © B,
na drugiej dwa punkty C' i D. Ponadto TA-TB =TC -TD. Wtedy
punkty A, B, C i D lezq na jednym okregu.

Dowdd. Punkty A, B i C nie sa wspotliniowe, wiec mozna poprowadzic¢
okrag przez te punkty. Tak jak w poprzednim dowodzie punkt T" lezy na
zewnatrz okregu. Stad wynika, ze potprosta T'C jest styczna do okregu
lub przecina go w dwéch punktach. Gdyby ta pdélprosta byla styczna do
okregu (rys. 7), to punkt C' bylby punktem stycznosci i z twierdzenia 4
mieliby$my réwnosé TA-TB = TC?. Zatem TC? =TC - TD, skad
otrzymalibysmy réwnosé¢ T'C = T'D. Punkty C' i D pokrywalyby

sie wbrew zalozeniu. Niech zatem potprosta T'C przecina okrag

w punkcie F r6znym od C' (rys. 8). Wtedy z twierdzenia 5 wynika, ze
TA-TB=TC -TE, czyli TD =TE. Zatem D = FE, czyli punkty A, B,
C'i D leza na jednym okregu.

Dowdéd twierdzenia 1. Poniewaz pélprosta T'K jest styczna do okregu o,
wiec punkt T lezy na zewnatrz tego okregu. Mamy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1. Pélprosta T'L jest styczna do okregu o;. Wtedy

TK =TL. 7 twierdzenia 4 (zastosowanego do okregu o02) wynika, ze
TK?=TP-TQ, czyli TL? =TP -TQ. Z twierdzenia 6 wynika, ze
polprosta T'L jest styczna do okregu opisanego na trojkacie PQL, czyli
do o3. Okregi 07 1 03 sa wiec styczne, whrew zalozeniu, ze maja dwa
punkty wspodlne.

Przypadek 2. Pélprosta T'L przecina okrag o; w dwéch punktach L i N.
Wtedy z twierdzenia 4 (zastosowanego do okregdéw o; i 05) wynika, ze
TL-TN =TK? oraz TP -TQ =TK?. Zatem TP -TQ =TL-TN, czyli
punkty P, @, L i N leza na okregu. To znaczy, ze punkt N lezy na
okregu opisanym na tréjkacie PQL, czyli na okregu os. Punkty L, M i N
sa wiec punktami wspélnymi okregdéw o i 03, skad wynika, ze M = N,
czyli punkty T, L i M sa wspotliniowe.

Srodek potegowy trzech okregéw definiujemy tez, gdy kazde dwa okregi
przecinaja sie w dwéch punktach (rys. 9). Dowdd, ze proste AB, CD
i FF przecinaja sie w jednym punkcie 7', jest podobny do dowodu
przeprowadzonego wyzej. Srodek potegowy mozna tez zdefiniowaé, gdy
okregi sie nie przecinaja, ale to juz nie bedzie przedmiotem naszych
rozwazan.

Matq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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