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Informatyczny kacik olimpijski (25): Odgadywanie funkcji

Tematem kacika w tym miesigcu bedzie zadanie Wires and Switches
z Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej z 1995 roku.

Dana jest liczba naturalna n. Nalezy odgadnaé funkcje f: {0,1,...,n — 1} —
—{0,1,...,n— 1} (tzn. jej wartosci dla wszystkich argumentéw), ktéra jest
reprezentowana przez zewnetrzng biblioteke komunikujaca si¢ z programem
stanowiacym rozwiazanie. Biblioteka umozliwia jedynie wykonywanie
nastepujacych operacji:

e zapytanie, czy f(x) € B dla pewnego x i aktualnego zbioru B,
e dodanie do zbioru B jednego elementu,
e usuniecie ze zbioru B jednego elementu.

Zbior B jest poczatkowo pusty. Celem jest uzyskanie jak najmniejszej tacznej
liczby wykonanych operacji. Konkretniej, na zawodach bylo wiadomo, ze n < 90,
i nalezalo zmiesci¢ sie w 900 operacjach.

Najprostszym pomystem jest rozdzielenie problemu

na n mniejszych: szukanie oddzielnie wartosci f(x)

dla kolejnych x. Dla ustalonego x mozna to zrobi¢,

na przyktad, wyszukujac binarnie. W tym celu
sprawdzamy, czy f(x) € {0,1,...,y} dlay = L%J,
nastepnie zaleznie od wyniku dla y = [%W lub y = L‘%"J
itd. Oczywiscie, wykonamy okoto logn zapytan,

ale réwnolegle do nich trzeba jeszcze zmieniaé

zbioér B, co zajmie, dla danego x, okoto n operacji.
Lacznie zapytan do biblioteki wychodzi mniej wiecej
n - (logn +n), a konkretnie dla n = 90 — prawie 9000,
czyli zdecydowanie za duzo.

O wiele lepszym rozwigzaniem jest polaczenie wszystkich
wyszukiwan binarnych w jedno, zeby nie musie¢
nieustannie zmienia¢ zbioru B (co jest gléwnym kosztem
pierwszego algorytmu). Sprawdzenie, dla ktérych
warto$ci  mamy f(z) € {0,1,..., 2}, zajmuje okolo 3%
operacji (5 razy dokladamy element do zbioru B, po czym
wykonujemy n zapytan). Pozwala to podzieli¢ dziedzing na
dwa zbiory C'i D, z ktérych kazdy odpowiada fragmentowi
przeciwdziedziny rozmiaru mniej wigcej 5. W kolejnym
kroku z aktualnego zbioru B usuwamy elementy od %

do 3, a doktadamy do niego elementy od 3 do %" (razem
% operacji). Wowczas wykonanie zapytan dla kazdego
elementu z C'i D pozwala na rozdrobnienie tych zbioréw
na odpowiadajace podprzedzialom przeciwdziedziny
rozmiaru % (dlaczego?). W tej fazie znéw wykonalismy
37" operacji. Odpowiednio modyfikujac zbiér B, to
rozdrabnianie mozna kontynuowa¢ — po logn takich
fazach otrzymany podzial dziedziny wyznacza dokladnie
wszystkie wartosci funkcji. Daje to razem %n log n operacii,
przy czym caly czas pomijalem fakt, ze 5 i logn moga
nie by¢ catkowite, co moze prowadzi¢ do drobnych btedow
w tym oszacowaniu. Dlan = 90 otrzymujemy taczna liczbe
operacji okolto 900; z powodu opisanych niedoktadnosci
ciezko ja jednak obliczy¢ dokladnie. Na zawodach takie
rozwigzanie wymagalto dodatkowych usprawnien, aby
uzyskaé¢ maksymalng liczbe punktow.

Rozwiazanie proponowane przez autora kacika opiera
sie na programowaniu dynamicznym i jest pewnym
ulepszeniem poprzedniego. Bedziemy w nim wyznaczaé
dla kazdej pary (z,y) liczbe t(z,y) operacji potrzebnych

22

nam do odgadniecia funkcji, jesli jej dziedzina liczy
x elementow, a przeciwdziedzina — y elementoéw, przy
zalozeniu, ze poczatkowo zbiér B nie zawiera elementéw
z przeciwdziedziny lub zawiera ja cala (moze natomiast
zawiera¢ dowolne elementy spoza niej). Algorytm
zadawania zapytan do biblioteki mozemy teraz oprzec¢
chociazby na nastepujacym, bezposrednim pomysle:
aby odgadnaé¢ funkcje, dodajmy kilka (a konkretnie q)
elementéw do zbioru B (a w przypadku, gdy B zawieral
cala przeciwdziedzing — usunmy z niego ¢ elementéw),
a nastepnie sprawdzmy, dla ktérych argumentéw funkeja
daje wartosci z B (niech bedzie ich p). W ten sposéb
podzielimy zaréwno dziedzine, jak i przeciwdziedzing,
na dwa podzbiory i bedziemy mogli rozwiazywaé¢ dwa
otrzymane podproblemy osobno. Zauwazmy, ze mamy
wplyw na wybor ¢, ale nie mamy zadnego na p. W takim
razie, zaktadajac, ze wystapi najgorsza ewentualnosé
(pod wzgledem wyboru p), mozemy przyjac, ze:

ta,y) = min max (¢+2+tp,q) +Hz —p,y =),
gdyz q operacji zuzywamy na dodawanie elementéw
do B (lub ich usuwanie), nastepnie x operacji na
dzielenie dziedziny, a potem rozwigzujemy oba
pozostate podproblemy. Zauwazmy, ze przy takim
algorytmie zapytan dla kazdego z podprobleméw
W momencie rozpoczecia przetwarzania zbiér B, zgodnie
z poczynionym zalozeniem, zawiera wszystkie elementy
z danej przeciwdziedziny lub nie zawiera zadnego z nich.

Powyzszy wzdér pozwala obliczy¢ wszystkie wartosci
t(z,y) dla z,y < n. Po zakodowaniu rozwiazania okazuje
sie, ze t(90,90) = 877, co pozwala z zapasem odgadnaé
kazda funkcje, mieszczac sie w wyznaczonym limicie.
Pytanie kontrolne: jak na podstawie wartosci t(z,y)
zaprojektowaé¢ konkretny algorytm zadawania zapytan
do biblioteki?

Na koniec zachecam Czytelnika do zastanowienia sie,
czy strategia, zgodnie z ktéra obliczalismy wartosci
t(x,y), jest optymalna, a jesli nie, to czy potrafi on
znalez¢ taka, ktéra wymaga mniejszej liczby operacji
(w ogolnosci lub chociaz dla pewnych n).
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