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Rozeta katedry w Metz — dokonczenie

Do zakonczenia rozety z katedry w Metz (patrz Delta 9/2009) pozostalo
nam wpisanie okregdw w osiem ostrotukéw. Kazdy okrag ma by¢

styczny wewnetrznie do tukéw AB i AC oraz styczny zewnetrznie

do tukéw DE i DF (rysunek 1). W tym artykule pokazemy, w jaki
sposob mozna skonstruowac taki okrag. Zauwazmy najpierw, ze ze
wzgledu na symetrie wzgledem osi AS wystarczy skonstruowaé okrag
styczny wewnetrznie do tuku AC i zewnetrznie do tukow DE i DF.
Narysujmy okregi, ktérych fragmentami sa te trzy tuki (rysunek 2).
Naszym celem jest wigc skonstruowanie okregu stycznego do trzech
danych okregéw: do dwoch zewnetrznie i do jednego wewnetrznie.
Zadanie skonstruowania okregu stycznego do trzech danych okregdéw

bylo juz znane w starozytnosci i dzisiaj nosi nazwe zadania Apoloniusza.
Nasze zadanie jest szczegdlnym przypadkiem zadania Apoloniusza: oba
mniejsze okregi, do ktérych szukany okrag ma by¢ styczny zewnetrznie,
maja roéwne promienie. Na rysunku 3 widzimy wszystkie okregi: duzy
okrag o $rodku w punkcie O i promieniu R oraz dwa okregi o érodkach

w punktach P i @ i jednakowych promieniach r. Szukany okrag zostat
narysowany grubszg linia; zaznaczono takze punkty stycznosci szukanego
okregu z trzema danymi okregami. Narysujmy teraz okrag o tym samym
srodku, co szukany okrag, i o promieniu wiekszym o r (rysunek 4). Ten
nowy okrag przejdzie, oczywiscie, przez punkty P i @ oraz bedzie styczny
wewnetrznie do okregu o srodku O i promieniu R + r. Skonstruowanie
tego wiekszego okregu pozwoli, oczywiscie, skonstruowaé szukany okrag:
bedziemy mieli jego srodek i wystarczy skréci¢ promien o dana dtugosé r.
Mamy zatem do rozwiazania nowe zadanie. Dany jest okrag o srodku

w punkcie O oraz dwa punkty P i Q) lezace wewnatrz tego okregu. Nalezy
skonstruowaé¢ okrag przechodzacy przez punkty P i () oraz styczny
wewnetrznie do danego okregu o srodku w punkcie O. W rozwiazaniu
tego zadania skorzystamy z nastepujacego twierdzenia o trzech okregach.

Twierdzenie. Dane sq trzy okregi o1, 02 i 03. Okrag oo jest styczny
wewnetrznie do okrequ 01 w punkcie K. Okrqgg oz przecina okrgg o1
w punktach L i M i przecina okrqgg oo w punktach P i Q. Prosta PQ
1 styczna do okregow o1 i 0o w punkcie K majq punkt wspolny T
(rysunek 5). Wtedy punkty L, M i T sq wspétliniowe.

Ten punkt 7" nazywamy srodkiem potegowym okregow o1, 02 i 03.

Dowodd powyzszego twierdzenia odtozymy na pdzniej. Teraz pokazemy,
jak mozna rozwiazaé¢ nasze zadanie konstrukcyjne, wykorzystujac to
twierdzenie.
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Rys. 4

Rys. 5

Zaczynamy od narysowania okregu o; o srodku O i promieniu R + r.
Przypuséémy, ze zostal juz skonstruowany okrag o, przechodzacy przez
punkty P i @ i styczny wewnetrznie do okregu o;. Niech K bedzie
punktem stycznosci. Teraz rysujemy dowolny okrag o3 przechodzacy
przez punkty P i Q) i przecinajacy okrag o; w punktach L i M. Niech T
bedzie punktem przeciecia prostych PQ) i LM. Z powyzszego twierdzenia
wynika, ze wspdlna styczna do okregéw o; i 0oy przechodzi przez punkt T
To pokazuje, w jaki sposéb mozemy znalezé punkt stycznosci K.
Wystarczy bowiem z punktu T' poprowadzi¢ teraz styczna do okregu o;.
Te styczng konstruujemy bez trudnosci: punkt K jest jednym z punktéw
przeciecia okregu oy i okregu o4 0 $rednicy OT'. Po znalezieniu punktu K
dokonczenie konstrukeji jest juz tatwe. Okrag o, jest bowiem okregiem
opisanym na tréjkacie PQK . Jego $rodkiem jest zaznaczony na rysunku
punkt W. Ten punkt W jest tez $rodkiem szukanego okregu; promien
tego okregu jest o r krétszy od promienia okregu os, czyli jest réwny

np. WP —r. Najwazniejsze szczego6ly calej konstrukcji sa pokazane

na rysunku 6.

Rys. 6
Szukany okrag i tuki ostrotukéw, do ktérych jest on styczny, zostaly na
rysunku 6 narysowane grubsza linia.

Pozostaje do udowodnienia nasze twierdzenie. Temu dowodowi
poswiecimy nastepny artykut.

Matq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI



