Ksztalt wiszgcego tancucha
Marek KORDOS

Powstanie analizy matematycznej w XVII wieku wiazalo  jak tautochrona (np. Delta 2/2006), brachistochrona
sie z wprowadzeniem do matematyki nieskonczono$ci, (np. Delta 7/2007), krzywa tancuchowa, traktrysa.
a w szczegoOlnosci z badaniem zmienno$ci. Za wzorzec

shuzyly zaleznosci wziete z mechaniki. Zaleznos¢ migdzy ~ W tym tekscie opowiem o przedziwnych zaleznosciach,

droga, predkoscia i przyspieszeniem stala sie wzorcem jakie wywodza sie z badania krzywej tancuchowej. Przy
rachunku rézniczkowego i catkowego. Kluczowe staty sie okazji bedzie mowa o prostych faktach z klasycznej
badania nad réznego rodzaju krzywymi powstajacymi geometrii rézniczkowej, czyli teorii opisujacej obecnos$é
jako rozwiazania naturalnych probleméw mechanicznych,  analizy matematycznej w geometrii.

Ksztalt tancucha, czyli krzywa lancuchowa

Wektorem stycznym do krzywej tancuchowej jest naprezenie F realnego (ale
idealnego) tancucha. Przedstawmy go za pomoca jego skladowej poziomej
i pionowej: Fp = (Fp,, Fp,).

W najnizszym punkcie W (wierzcholku krzywej) skladowa pionowa jest zerowa
i Fy = (= Fo, 0). Wyobrazmy sobie, ze chwytamy lancuch w wierzchotku oraz
Fp, w dowolnym innym punkcie P i zostawiamy tylko fragment miedzy W i P

o dlugosci s. Aby lanicuch nie zmienil ksztaltu (i nie poruszal sie), sktadowa
pozioma w punkcie P musi rownowazy¢ te w punkcie W, czyli dla dowolnego
punktu P mamy Fp, = Fj. Natomiast skladowa pionowa w punkcie P musi
zréwnowazyc¢ cigzar tego fragmentu taficucha: Q = p - s = Fp,, gdzie p to cigzar
tancucha na jednostke dlugosci. Dla wygody oznaczmy jeszcze a = Fy/p. Mamy
wobec tego Fp = (a-p, s p), a tym samym Fp, /Fp, = s/a.

—F,

Rys. 1
Jaki to wyznacza ksztalt?
Ogdlniej: jak opisac¢ krzywa? Najzreczniej potraktowac predkosé (czyli zmiany polozenia) opisywaé bedzie
Jja jako trajektorie ruchu. Wygodnie wtedy jest jako V = (2/(s), y'(s)) — jest to wektor styczny do trajektorii.
parametrem postuzy¢ sie nie czasem, lecz przebywana Zysk z naszego wyboru parametru jest taki, ze
droga s — czyli jedziemy po krzywej samochodem ze (m’(s))Q + (y’(s))z =1,

stala szybkoscia (tutaj trasa bedzie plaska, jak na Great

Salt Lake Desert, ale na ogél tak by¢ nie musi). Jesli te poniewaz szybkosé jest stala.

trajektorie opisywaé beda wspdlrzedne (z(s), y(s)), to Tak jest dla kazdej krzywej.
Dla krzywej tancuchowej mamy wiec uktad rownan
y'(s) _ s
x'(s) a’
(#'(s))? + (¥'(s))* = 1,

z ktorego wynika, ze

V = (2(s), ¥'(s)) = (\/s2a+ a2’ \/325—1— a2).

Operacja prowadzaca od f’ do f to calkowanie. Jego najprostsza forma jest
zgadniecie, jaka to funkcja moze mie¢ taka wladnie pochodna, o jaka nam
chodzi. Metoda ta zapewne wystarczy, by stwierdzié, ze y(s) = vs? + a? + cos.
Rys. 2 Préby naszych praojcoéw pokazaly, ze najwygodniej bedzie przyjaé, iz to ,,co$” to
zero — wybor ten nadaje sens uzytej przez nas stalej a: teraz bedzie to wysokosé
,wierzchotka” krzywej tancuchowej nad osia x-6w.

Dla znalezienia x(s) opisana wyzej metoda calkowania raczej zawodzi. Trzeba
uzy¢ metody numer 2: poszukaé¢ w tablicach calek nieoznaczonych w jakim$
poradniku i wtedy (dobierajac tutaj ,co$” tak, aby bylo (0) = 0) otrzymujemy,
Czytelnik Erudyta wie, ze krzywa . , . .
laficuchowa mozna praedstawic tez jako  2€ Krzywa lancuchowa ma przedstawienie parametryczne
wykres funkcji S+ A /52 + a2 3 5
2\ et/a 4 e-v/a aln=—"" "~ \/s2+aq
f(z):cosh(—) = a
a 2 . . 7 . . . .
7 dalszego ciagu tekstu widaé bedzie — straszna jest ta pierwsza wspolrzedna, ale napisatem ja dla porzadku: nigdzie
dlaczego wybralem inng droge. dalej nie b@dziemy Z niej korzystali.
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Konstrukcja stycznej, rektyfikacja i kwadratura krzywej lancuchowej

Kazdemu od razu druga wspoétrzedna punktéw krzywej lancuchowej kojarzy sie
z twierdzeniem Pitagorasa. Narysujmy to wiec. Cdz si¢ okazuje: jesli narysujemy
okrag przechodzacy przez jakis punkt P tej krzywej i styczny do osi z-6w w jego
rzucie P’ na te o, a nastepnie narysujemy (w strone zera) cieciwe P’Q

o dlugosci a (rys. 3), to (poniewaz |PP’| = v/s? + a?) odcinek PQ
bedzie mial dlugosé s. Bedzie wiec tej samej dtugosci co tuk WP
— dokonalis$my rektyfikacji (czyli wyprostowania) krzywej

tancuchowe;j!

T
Zauwazmy przy okazji, ze prosta PQ jest styczna do

krzywej tancuchowej w punkcie P. Obliczmy w tym celu kotangens kata QPP’,
jaki prosta PQ tworzy z pionem, czyli tangens kata, ktéry tworzy z poziomem.
Mamy
p_ s _y(u)
(@] ctg xQPP == = ,
a ' (u)

co jest geometrycznym opisem kierunku stycznej.

° Na koniec (czego juz nie obliczymy) odnotujmy, ze pole trapezu krzywoliniowego
9 OW PP’ jest réwne as, czyli podwojonemu polu trojkata QPP’. Rysujac wigce
/2 (cyrklem i linijka!) ten tréjkat, dokonalismy tez kwadratury krzywej lancuchowej.

<
~\ Zatem, cho¢ krzywej tanicuchowej cyrklem i linijka narysowac si¢ nie da, to — gdy

ja juz mamy — mozemy cyrklem i linijka skonstruowac styczna do niej, znalezé
\/ odcinek réowny jej dlugodci i trojkat rowny ograniczanemu przez nig polu.

Dalej wykorzystamy jeszcze fakt, ze odcinek stycznej od P do przeciecia z osig z-6w

s* 4 a? . a? . : . . .
to (czyli |QS| = —), a odcinek normalnej (czyli prostopadlej do stycznej)
s
s +a? L . . —
to |PT| = , co otrzymuje sie bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.
Katenoida

Jest to powierzchnia powstajaca przez obracanie krzywej lancuchowej wokoét osi
x-6w (po lacinie catena to tancuch). Aby poznaé jej najistotniejsze wlasnosci,
zbadajmy krzywizne krzywej tancuchowe;j.

Powréémy do samochodu: jesli jedzie on po plaszczyznie ze stala szybkoscia,
to na zakretach rzuca nas na prawe lub lewe drzwiczki (bardziej naukowo:
przyspieszenie jest prostopadle do predkosci). Wielkosé tego przyspieszenia
w geometrii nazywa sie krzywizng i czesto oznacza ja litera k (kappa).

Obliczmy krzywizne krzywej lancuchowej, a wiec najpierw pochodna V.

-5 1
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|V/|:52_?_a2

i taka jest krzywizna (przyspieszenie). To, co wykorzystamy dalej, to fakt, ze jest

to odwrotnosé dtugosci odcinka normalnej.

Bez wiekszego trudu kazdy moze obliczyé, ze krzywizna okregu to odwrotnosc
jego promienia. To spostrzezenie pozwala na wprowadzenie pojecia Srodka
krzywizny oraz promienia krzywizny krzywej w danym punkcie P. Mianowicie
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Rys. 4. Rozpatrzmy dwie ptaszczyzny
prostopadtle do ptaszczyzny rysunku:
jedna zawierajaca prosta k (to
plaszczyzna styczna w punkcie A do
powstajacej przez obracanie powierzchni)
i druga — zawierajaca prosta ! (to
plaszczyzna prostopadta do osi obrotu).
Kat migdzy nimi to kat miedzy
prostopadlymi do nich wektorami v i w.

na normalnej odkladamy odwrotnos$é krzywizny (czyli r = %) po tej stronie,

z ktorej krzywa wyglada jak brzeg figury wypuklej — otrzymany punkt to Srodek
krzywizny. Okrag o srodku w tym punkcie i promieniu v najlepiej przybliza
krzywa w otoczeniu punktu P. Wyrdzniajac jedna ze stron, na jakie krzywa
dzieli plaszczyzne, bedziemy méwili o krzywiznie dodatniej i ujemnej (sinusoida,
na przyklad, bedzie zmieniala cyklicznie znak krzywizny — prawda?).

Tu wiec okazalo sie, ze Srodkiem krzywizny jest punkt symetryczny do T
wzgledem P (nie ma go na rysunku 3), promieniem krzywizny za$ jest |PT)|.
To spostrzezenie pozwoli nam na wykazanie, ze katenoida jest powierzchnig
minimalna.

Aby objasni¢ to pojecie, musimy przez chwile zajac sie powierzchniami ogélnie.
Bedziemy méwili o powierzchniach gladkich (co oznaczaé bedzie, ze wykonywane
przez nas manipulacje — np. znajdowanie plaszczyzny stycznej w jakims$ punkcie
— beda sie udawaly). Przecinajmy powierzchnie wszystkimi plaszczyznami
przechodzacymi przez dany punkt i zawierajacymi prosta prostopadia do
plaszczyzny stycznej w tym punkcie — takie przekroje nazywaja sie normalne.
Ich krzywizna (jesli nie jest w kazdym kierunku taka sama) przyjmuje swoja
wartos¢ najmniejsza i najwicksza tylko raz; ciekawe, Ze kierunki, w ktorych
przyjmowane sg ekstremalne wartosci, sa prostopadle. Wartosci ekstremalne
oznacza si¢ zazwyczaj K1 1 Ko, a nie Np. Kmax 1 Kmin, b0 to, ktéra jest jaka,
zalezy przeciez od obranej przez nas orientacji. Wazne sa jednak wielkoSci
Kzlﬁl-ﬁg i H:¥7
zwane odpowiednio krzywizna Gaussa i krzywizna Srednia. Ta pierwsza gra
wielka role w geometrii i jej zastosowaniach, bo nie zmienia si¢ podczas zadnego
wyginania powierzchni niezmieniajacego dtugosci lezacych na niej krzywych,
a nazwe zawdziecza temu, kto wpadl na jej pomyst i wykazal, jak wiele od niej
zalezy. Natomiast okazalo sie, ze powierzchnie, dla ktérych ta druga jest réwna
zeru, to powierzchnie minimalne. Termin ten oznacza, ze jesli na tej powierzchni
lezy jakas (niekoniecznie plaska) krzywa, to wykonujac jej kopie z drutu
i rozpinajac na niej membrane o minimalnym polu powierzchni (np. blone
mydlana), otrzymamy wlasnie powierzchnie, z ktérej ta krzywa byla wyjeta.

Pozostajac jeszcze na chwile wsrod ,,dowolnych” krzywych, zajmijmy sie
problemem, jak wygladaja krzywe o ekstremalnych krzywiznach na powierzchni
powstalej przez obrét krzywej wokél osi x-6w (aby nie komplikowaé — niech
krzywa ta bedzie — jak krzywa laiicuachowa — ,wypigta” w strone tej osi).
Wowczas jedna z krzywizn ekstremalnych bedzie krzywizna obracanej krzywej —
oznaczmy ja przez ki i przyjmijmy dla zwrdcenia uwagi, ze jest ujemna. Od razu
widaé, ze druga ekstremalna krzywizna bedzie odmiennego znaku — ale ktora

z krzywizn skierowanych w strone osi x-6w bedzie najwieksza? Aby ten problem
rozstrzygnaé, dobrze jest skorzystaé z twierdzenie Meusniera, ktére méwi, jak
zalezy krzywizna k dowolnej krzywej plaskiej I od krzywizny kn przekroju
normalnego majacego te sama prosta styczna; otéz kn = k - sina, gdzie « to
kat miedzy plaszczyzna, w ktorej lezy 1 i plaszczyzna styczna do powierzchni.
Oznaczajac przez h odleglosé punktu krzywej od osi obrotu (rys. 4), mamy

1
dla przekroju przez punkt A, prostopadlego do osi obrotu, kK = 7 Poniewaz
1 1
h = xsin «, wiec 7 sina = —. Z drugiej strony druga krzywizna ekstremalna
x

jest w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny, w ktorej lezy obracana krzywa,
czyli w plaszczyznie zawierajacej normalna. Zestawiajac te dwa spostrzezenia,
stwierdzamy, ze ko to dlugosé¢ odcinka normalnej od krzywej do osi obrotu.

W przypadku obracania krzywej tancuchowej mamy wiec k1 = —ko, skad
wynika, ze krzywizna $rednia jest réwna zeru i katenoida rzeczywiscie jest
powierzchniag minimalna. Mozna ja sobie wyprodukowaé, zanurzajac w roztworze
mydla dwa dotykajace sie druciane pierécienie (najlepiej na raczkach),

a nastepnie delikatnie rozsuwajac je; utworzona miedzy nimi powierzchnia bedzie
wlasnie katenoida.
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Rozwijamy (lub ciagniemy) sznurek, czyli tworzymy traktryse

Rys. 6. Gdy kto$ nie lubi opowiadan

o kaczuszce, moze traktryse¢ opisaé jako
krzywa, ktérej odcinek stycznej do osi
z-6w jest stalej dlugosci.

Jesli wyobrazimy sobie, ze wzdtuz krzywej tancuchowej jest rozciagniety sznurek
konczacy sie¢ w jej wierzchotku (przytrzymywanym przez nas) ciezarkiem, ktéry
W pewnym momencie puszczamy, trajektoria ciezarka wyznaczy nam krzywa

o nazwie traktrysa (rys. 5).

Rozwijanie napietego sznurka z krzywej to pomyst prowadzacy do pojecia
ewolwenty doprecyzowanego w geometrii rozniczkowej. Kazda krzywa ma wiele
ewolwent, bo sznurek moze mie¢ wolny koniec (ten z cigzarkiem) w réznych jej
miejscach. Jesli mamy ewolwente jakiejs krzywej, to krzywa, z ktorej powstala,
jest zbiorem jej srodkéw krzywizny — nazywamy ja jej ewoluta. Wszystkie
ewolwenty danej krzywej maja te sama ewolute — ja wlasnie.

To, ze ewoluta sklada sie ze sSrodkow krzywizny swojej ewolwenty, staje sie
bezposrednio widoczne, gdy zatrzymamy w pewnym momencie rozwijanie
sznurka (np. na naszym obrazku w punkcie P). Wéwczas hustajacy sie ciezarek
bedzie si¢ kolysal po okregu dobrze pasujacym do ewolwenty (na naszym
obrazku bedzie to okrag o srodku P i promieniu PQ).

Widaé to wszystko (i jeszcze wiecej) takze na rysunku 3. Oczywiscie, dlugosé
odcinka P(Q ro$nie w miare rozwijania sie sznurka. Ale widzimy tez, ze
odlegtodé QP’ pozostaje stala (réwna a). Pozwala to na inna definicje traktrysy
wykorzystujaca sznurek: jesli w punkcie W umiescimy kaczuszke na sznurku
trzymanym przez dziecko w punkcie O i dziecko to bedzie wedrowalo wzdluz osi
x-6w, kaczuszka poruszaé sie bedzie wlasnie po traktrysie (rys. 6). To podejscie
pozwala za traktryse uwazaé raczej krzywa ,,podwojona” przez odbicie
symetryczne wzgledem osi y-6w. Przeciez dziecko moze po osi z-6w powedrowaé
zaréwno w prawo, jak i w lewo.

Gléwng zaleta traktrysy dla matematykow jest to, ze jej obracanie wokél osi
z-6w daje powierzchnie o stalej krzywiznie Gaussa. Zastosujmy bowiem do
niej (przydlugie) uwagi o powierzchniach obrotowych z poprzedniej strony.
Stwierdzamy wtedy (znéw rysunek 3) nie tylko, ze krzywizna traktrysy

1
w punkcie @ jest réwna ——, ale tez, ze druga krzywizna ekstremalna powstalej
s

S
powierzchni to odwrotno$é dtugosci odcinka @S, czyli por

a wiec .

K = 3
Dlaczego to takie wazne? Bo w przestrzeni trojwymiarowe;j
sa tylko cztery powierzchnie o stalej krzywiznie Gaussa:
dwie maja krzywizne zero — to plaszczyzna i (niegraniczona)
powierzchnia walca, jedna ma stata krzywizne dodatnia
(kazdy latwo stwierdzi, ze to sfera, czyli powierzchnia kuli)
i jedna, wlasnie otrzymana, ma stala krzywizne ujemna.
7 tego wzgledu powierzchni¢ powstala przez obroét traktrysy
woko! jej asymptoty nazywamy pseudosfera (rys. 7).
Co ciekawe: mimo ze pseudosfera jest nieograniczona, to

Rys. 7. Srodkowy fragment pseudosfery z zaznaczonym prawym pole ,]Q] powierzchni jest réwne 471'&2, CZyli Wyraia SIQ takim

tukiem wyznaczajacej ja traktrysy.

samym wzorem, jak dla sfery. Glebsza konsekwencja stalej
krzywizny Gaussa jest mozliwos¢ zbudowania jednorodne;j
(w kazdym punkcie takiej samej) geometrii, ale to juz
inna historia.

Opowiesé te mozna by ciagnaé dalej, dla przyktadu na
rysunku 8 podany jest jeszcze inny sposob uzyskania
traktrysy: jest to krzywa przecinajaca pod katem prostym

Rys. 8

\ } \ } U \ } kazdy z okregéw o érodkach lezacych na prostej — prosze to

sprawdzi¢ (jaki maja promien?).

O traktrysie i pseudosferze pisaliémy tez w Delcie 6(385)/2006.
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