O wlasnosci Darboux
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Na wstepie odnotujmy, ze Jean Gaston Darboux (1842-1917), matematyk francuski
zajmujacy sie przede wszystkim geometria rézniczkowa, nie byl odkrywca tytutowej
Zobacz artykul Jerzego Mioduszewskiego ;. . . . . ., . . .
B wlasnosci. Twierdzenie, ktére bedziemy rozwazaé, sformutowat i udowodnit czeski
»Bernard Bolzano (1781-1848), uczony ) R L X
i matematyk” w Matematyce 8/2007, matematyk Bernard Bolzano (1781-1848), niedoceniony za zycia — podstawowa jego
str. 451-455. praca, Nauka o funkcjach, zostala wydana dopiero w 1930 r.

Twierdzenie 1 (Wlasno$é Darboux). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciggla.
Wéwczas dla dowolnego y znajdujacego sie pomiedzy f(a) i f(b), czyli f(a) <y < f(D)
lub f(b) <y < f(a), istnieje takie ¢ € (a,b), ze f(c) =y.

JO)f ==
/ Rysunek 1 ilustruje powyzsze twierdzenie. Dla funkcji niecigglej twierdzenie 1 moze
by¢ falszywe (zob. rys. 2).

' Twierdzenia 1 nie mozna odwrécié. Przyktadem jest funkcja f: [—1,1] — [—1,1]
! okreslona wzorem
b sin % dla =z # 0,

{ 0 dla x = 0.

Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze funkcja f ma wlasnosé Darboux, ale nie jest ciggla
w punkcie x = 0. Ale pod pewnymi dodatkowymi warunkami z wtasnosci Darboux
wynika cigglosé funkcji.

Rys. 1

fO)p-=--------- Twierdzenie 2. Jesli funkcja jest Scisle monotoniczna w przedziale domknietym i ma
/ wlasnosé Darboux, to jest ciggla w tym przedziale.

Wtasnosé¢ Darboux najczesciej znajduje zastosowanie przy badaniu istnienia i liczby
miejsc zerowych funkcji ciagtych. Jesli bowiem f : [a,b] — R jest ciagla oraz

f(a)- f(b) <0, to f(c) =0 dla pewnego ¢ € (a,b). Nieréwnosé¢ f(a) - f(b) < 0 to
krétszy sposéb zapisania alternatywy f(a) <01 f(b) > 01lub f(a) > 01 f(b) <O0.
Na przyktad réwnanie z* = z + 1 ma rozwigzanie w przedziale (—1,0), gdyz funkcja
ciggta f(z) = 2* —x — 1 spetnia f(—1) =1 > 0 oraz f(0) = —1 < 0.

Rys. 2
Przyjmijmy teraz, ze funkcja ciagta f : [a,b] — [a, b] spelnia warunki f(a) > a
i f(b) < b. Na rysunku 3 wykres funkcji f przecina prosta o réwnaniu y = z, czyli
wykres funkcji identycznosciowej. Istnienie punktu przeciecia tych dwéch wykreséw
. \5// oznacza, ze rébwnanie f(x) = z ma rozwiazanie. Okazuje sig, ze tak jest dla dowolnej
H I funkcji f spelniajacej powyzsze warunki. Oto tatwe uzasadnienie tego spostrzezenia.
y=f(z) Niech g(z) = f(z) — z dla x € [a, b]. Funkcja g, oczywiscie, jest ciagla, a ponadto
gla)=f(a) —a>a—a=01g()= f(b) —b < b—b=0. Zatem istnieje taki punkt
c € (a,b), ze g(c) =0, czyli f(c) = c. Punkt ¢ to punkt staly funkcji f.

Powyzsze spostrzezenie ma dalekosigzne uogélnienie — twierdzenie Brouwera o punkcie
statym.

Twierdzenie 3. Niech B bedzie n-wymiarowg kulg domknietqg w przestrzeni R™ oraz
T : B — B bedzie odwzorowaniem cigglym. Wéwczas istnieje taki punkt c € B, Ze
T(c) = ¢ (punkt staly odwzorowania T ).

Rys. 3

(a) (b) (c) Okazuje sig, ze wlasnosé Darboux mozna zastosowaé rowniez w geometrii elementarne;j.
— — Oto przyktad: kazda figure ptaska o niepustym wnetrzu, domknieta i ograniczona,
@ @ mozna podzieli¢ prosta na dwie czesci o réwnych polach. Niech bowiem Pr oznacza
pole figury F', P za$ oznacza pole czesci wspolnej figury F' i péiplaszczyzny
PL=0 0< Py < Pp Pi=Pp © krawedzi k (po lewej stronie prostej k). Przesuwajac prosta k od lewej do prawej
(zob. rys. 4), mamy na poczatku P, = 0, a na koricu P, = Pr. Pole Py jest ciagla

Rys. 4 funkcja dlugosci wektora przesuniecia, wiec dla pewnej prostej ko zachodzi réwnosé
1

Pyy = 5Pr.

Powyzsze stwierdzenie mozna przenies¢ na wyzsze wymiary. Dla wymiaru 3 jest to
Znacznie trudniej jest wykazaé, ze znane twierdzenie o podziale kanapki.
na plaszczyznie istnieje prosta dzielaca
jednoczeénie na potowy pola dwéch Twierdzenie 3. Jesli na kromce chleba umiescimy w dowolny sposéb masto i ser, to
figur. Natomiast dla trzech figur mozna jednym (plaskim) cieciem przepolowié wszystkie trzy skladniki kanapki (tzn. ich

taka prosta zazwyczaj nie istnieje.
Prosty kontrprzyktad to trzy kota
o niewspotliniowych $rodkach.

objetosé).

Dla ogoélnej kanapki, zawierajacej przynajmniej cztery sktadniki, twierdzenie nie jest
prawdziwe. By¢ moze dlatego matematycy nie przypisuja wigkszego znaczenia urokom
*nauczyciel liceum i gimnazjum w Lodzi  sztuki kulinarnej.
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