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Rys. 1. Zycie codzienne proceséw.

Jak procesy si¢ komunikuja? Maja swoje
sposoby, zalezne od jezyka programowania
lub abstrakcyjnej notacji uzywanej

do opisu programéw wspoétbieznych.

Na przyktad, nadaja komunikat do
konkretnego adresata, ktéry musi

w odpowiedniej chwili nastawié¢ sie

na odbiér (CSP), albo umawiaja si¢

na randki (Ada), albo wrzucajg dane

do worka i wyciagaja je wedlug szablonéw
(Linda). ..

Oczywiscie, procesy danego programu
nie musza wykonywac tego samego
(lub symetrycznego) kodu, tak jak

w przyktladzie.

*doktorantka, Instytut Matematyki UW

Czy informatycy zajmuja sie¢ dowodzeniem twierdzen? Zdarza sie, ze poprawnosé
programu, czy pomystu na program, jest nieoczywista. Wtedy potrzebne sa metody,
ktére pozwola przeprowadzi¢ Scisty dowdd, ze zaprojektowany algorytm zadziata
tak, jak powinien. W niektorych zagadnieniach pomysty na dowdd siggaja w gtab
matematyki.

Przyjrzyjmy sie paradygmatowi programowania wspotbieznego. Jedli chcemy
rozwigzaé duzy problem obliczeniowy, to dobrym pomystem jest podzielenie go
na podproblemy. Dzigki temu, jesli w obliczeniach pojawi sie blad, wystarczy
powtdrzy¢ jedynie czesé, ktora nie zostata wykonana poprawnie. Jesli mamy
odpowiedni sprzet, np. kilka komputeréow lub komputer z kilkoma procesorami,
mozemy przyspieszy¢ obliczenia, pracujac nad wieloma podproblemami w tym
samym czasie. W ten sposéb podejscie sekwencyjne zastepujemy przez wspotbiezne.
Opisana idea wspoltbieznoéci jest bardzo ogdlna — mozna ja stosowaé nie tylko do
obliczen komputerowych, lecz takze do rozwigzywania dowolnych problemow.
Szczegdlami zajmiemy sie jednak tylko w przypadku programowania.

Podstawowym pojeciem tej dziedziny jest proces sekwencyjny (zwykle nazywany po
prostu procesem), czyli realizacja programu w pewnym srodowisku lub wstrzymana
realizacja w oczekiwaniu na pewne zdarzenie. Realizacja programu to ciag wykonan
kolejnych instrukeji. Czesto wykonanie jakiej$ operacji wymaga sprzyjajacych
warunkéw. Jesli trzeba na nie zaczekaé, wykonanie programu jest na chwile
wstrzymywane. Proces to byt bardzo abstrakcyjny — czy ,,ciag wykonan instrukeji”
mozna sobie jako$ wyobrazi¢, narysowac¢? Ot6z mozna: wystarczy do kazdego ciagu
instrukcji dodaé stworzonko, ktére odpowiada za jego wykonanie, czyli wedruje
po wnetrzu komputera, realizujac kolejne zadania w odpowiednich miejscach.

Na przyktad stoi w kolejce do drukarki, zapisuje co$ na dysku, czeka na przydzial
czasu do obliczen na procesorze lub wlasnie wykonuje obliczenia (rys. 1). Ten obrazek
pozwala mniej wiecej wyobrazié¢ sobie, co sie odbywa w systemie operacyjnym
podczas wykonywania programéw. Jego wersje z nieco wigksza liczba szczegdlow
przydaja sie wszystkim studentom, ktorzy zaliczaja laboratorium z programowania
wspotbieznego. . .

Dazymy do tego, zeby rozwiazywaé problemy programistyczne, rozdzielajac prace
miedzy kilka proceséw dziatajacych w tym samym czasie. Dokladniej, dwa procesy
nazwiemy wspotbieznymi, jesli jeden z nich rozpoczal dziatanie po rozpoczeciu, ale
przed zakonczeniem dziatania drugiego. Program wspélbiezny sktada sie z kilku
procesow wspbibieznych, wykonujacych elementy pewnego zadania. I tu pojawiaja
sie trudnosci. . . Jedli procesy pracujg razem nad jednym problemem, korzystaja ze
wspolnych danych, potrzebuja nawzajem swoich cze$ciowych wynikéw, to musza
sie komunikowac, zeby nie doszto do zadnych naduzy¢.

Najprostszym przykladem mozliwosci naduzycia jest problem sekcji krytycznej,
czyli ustalenia, ktory proces uzyska dostep do zasobu, z ktérego w danej chwili moze
korzysta¢ tylko jeden proces. Przyjrzyjmy sie prostemu programowi, w ktorym
dziataja dwa procesy, P i (). Kazdy z nich wykonuje nastepujacy ciag czynnosci:
wezytuje warto$é zmiennej globalnej v na swojg zmienna lokalna, zwigksza jej
wartos¢ o 1 1 zapisuje wynik na zmiennej v.

var v: integer; v :=0;

process P; process Q;

var P.i, P.x : integer; var Q.i, Q.x : integer;
P.x :=v; Q.x :=v;

P.x :=P.x+1; R.x :=Q.x+1;

v :=P.x; v :=Q.x%;

end; end;

Zmienna v ma poczatkowo wartoéé¢ 0, kazdy proces zwicksza jej wartos¢ o 1, wiec
po zakonczeniu dziatania programu v powinna mieé¢ wartosé¢ 2. Czy na pewno ten
program tak wladnie zadziala? Czesto tak, na przyktad w ekstremalnym przypadku,
kiedy proces P rozpocznie dzialanie tuz przed wykonaniem koncowej operacji
procesu @, ale nie zawsze. Sytuacja komplikuje sie, jesli procesy wykonuja te
same instrukcje w prawie tym samym czasie. Powiedzmy, ze P wczytuje wartosé
zmiennej v i, zanim zdazy wykonaé kolejng czynnosé, @ rozpoczyna dziatanie

i réwniez wezytuje wartosé v — zmienne lokalne P.z i QQ.x majg wartos¢ 0. Jesli
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Okazuje si¢, ze ominigcie tego problemu
wcale nie jest latwe. .. Wlasdciwie

jest niemozliwe bez dodatkowych
mechanizméw stuzacych do synchronizacji
proceséw, zdefiniowanych na poziomie
systemu operacyjnego.

W literaturze informatycznej w jezyku
polskim czesto pozostawiane sa angielskie
nazwy probleméw i algorytméw,

co ulatwia poréwnanie z literaturg
anglojezyczng. Rowniez tutaj stosujemy
te konwencje.

teraz P zwiekszy warto$¢ P.x i zapisze ja na v, a potem () wykona te same
instrukcje, to zmienna v bedzie miala wartos¢ 1, chociaz kazdy z proceséw wykonat
dodawanie! Wynik jest niezgodny z oczekiwaniami. Powstal blad, poniewaz
procesy nie uzgodnity, ktory najpierw zmodyfikuje zmienna globalna. Proces
modyfikacji sklada sie z kilku instrukcji: wezytania, zwiekszenia i zapisania.
Jezyk programowania nie zapewnia, ze te wszystkie czynnoéci zostang wykonane
w jednym, nieprzerwanym bloku — zadbanie o to jest zadaniem programisty!

Nawet z tego prostego przyktadu widaé, ze sprawdzenie, czy program wspo6tbiezny
jest poprawny, moze by¢ bardzo trudne. Trzeba sprawdzi¢, czy dziatanie programu
jest zgodne z oczekiwaniami dla kazdego przeplotu, czyli dla kazdej sekwencji
wykonan instrukcji proceséw bioracych udzial w programie — poczawszy od
przypadkéw, w ktérych czasy wykonania proceséw prawie sie nie pokrywaja, az
do takich, w ktérych procesy wykonuja na zmiane bardzo male fragmenty kodu.
Takich przeplotéw moze by¢ bardzo duzo, w rzeczywistych problemach czesto
nieskonczenie wiele. .. A oprécz bezpieczenstwa programu, czyli zapewnienia, ze
w kazdym momencie w sekcji krytycznej bedzie co najwyzej jeden proces, nalezy
zadbacd jeszcze o inne wlasnosci. Miedzy innymi nie mozna zagtodzié procesu, czyli
spowodowag, ze nie bedzie mdgl nigdy wykonaé pewnej instrukeji swojego kodu, bo,
na przyktad, inne procesy beda si¢ zawsze przed nim wpychaé do kolejki. Nie mozna
réwniez dopusci¢ do zakleszczenia — sytuacji, w ktorej grupa proceséw oczekuje na
zdarzenie, ktére moze spowodowaé tylko proces z tej grupy.

Pytanie, czy dla danego problemu istnieje poprawny program wspotbiezny, ktory
go rozwiazuje, wyglada na jeszcze trudniejsze niz sprawdzenie poprawnosci
napisanego kodu. Jednak dos¢ niedawno powstalo matematyczne kryterium,
ktére pozwala spojrzeé na to pytanie z zupelnie innej strony, a czesto réwniez
udzieli¢ kompletnej odpowiedzi. Oczywiscie nie dla zupelnie dowolnych problemoéw.
Interesujaca nas klasa to problemy (lub zadania) decyzyjne (ang. decision tasks),
w ktérych wspotbieznoéé jest w pewien sposob wbudowana w sformutowanie
zadania. Inaczej méwiac, takie, ktérych istota jest dokonanie pewnych uzgodnien
pomiedzy procesami. Procesy uczestniczace w zadaniu dostaja dane wejéciowe,
zazwyczaj liczby, wykonujg pewien algorytm i podaja wynik, ktéry musi by¢ zgodny
ze specyfikacja problemu. Zobaczmy kilka przyktadow.

Najprostszy w sformulowaniu (ale nie w rozwigzaniu) problem to Consensus.
Uruchamiamy pewna liczbe proceséw, kazdy z nich dostaje warto$¢ wejsciowa

0 lub 1. Jako wynik wszystkie procesy maja podaé te sama wartosé x, bedaca jedna
z wartosci, ktére dostaly na wejsciu. W szczegdlnosci, jesli wartosci wejsciowe byly
réwne, to jest tylko jeden dopuszczalny wynik; w pozostatych przypadkach procesy
maja wigkszg dowolnosé w wyborze wyniku. Moze si¢ zdarzy¢, ze nie wszystkie
procesy, ktére rozpoczna dziatanie, zakoncza si¢ poprawnie i podadza wynik.
Wtedy chcemy wymagaé, zeby procesy, w ktérych nie wystapit btad, zachowywaly
sie zgodnie z zalozeniami zadania — wynik ma by¢ zgodny ze specyfikacja dla
przypadku, w ktérym uruchomione zostalyby tylko te procesy, ktore zadziataty
bezblednie.

Dalej przyda sie nam problem Binary Consensus, bedacy ograniczeniem powyzszego
do przypadku dwoch proceséw, i jego modyfikacja, Quasi-Consensus. Zmiana
polega na dopuszczeniu jeszcze jednego wyniku: jesli dane wejSciowe proceséw
PiQ sarézne, to oprocz odpowiedzi P +— 0, Q — 01 P — 1, Q — 1 za prawidlowa
uznajemy réwniez P — 1, @ — 0 (ale odwrotnej juz nie!).

Bardziej ztozonym zadaniem jest Unique-Id — w systemie dziala n procesow,
wartosci wejéciowe sg nieistotne (np. wszystkie sg zerami), procesy musza wybraé

rézne wartosci ze zbioru {0,...,n — 1}. Ciekawy przyklad ,z zycia” to Renaming
— procesy dostaja rézne wartosci z duzego zbioru {0, ..., M}, zwracaja rézne
wartosdci z mniejszego zbioru {0, ..., K}. To zadanie mozna przettumaczy¢ na

problem uktadania bezkolizyjnych tras dla samolotow. Wystarczy podawa¢ numery
identyfikacyjne lotéw na wejsciu, a wyniki potraktowaé jako numery korytarzy
powietrznych, ktérych zazwyczaj jest istotnie mniej niz wszystkich samolotéw.
Jak wyglada precyzyjny matematyczny opis interesujacych nas zadan? Zestawy
wartosci wejsciowych i wyjéciowych bedziemy zapisywaé jako wektory — moga

w nich wystepowaé liczby lub wartos$¢ nieokreslona, oznaczana L (nie dopuszczamy
wektora zlozonego tylko z wartosci nieokreglonych; to kwestia notacji). W wektorze
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Warto sprobowaé zinterpretowac te
zalozenia, pamietajac, jakie znaczenie
ma 1 w wektorach zbioréw Z i O.

Rys. 2. Kilka komplekséw symplicjalnych.
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Rys. 3. Kompleksy Z i O dla zadania
Binary Consensus.
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Rys. 4. Kompleksy Z i O dla zadania
Quasi-Consensus.

Jak wyrazié¢ zalozenia, ktére przyjeliSmy
dlaZ, O i A, w jezyku odpowiadajgcych

im komplekséw i przeksztalcenia?

wejsciowym warto$é | na i-tym miejscu oznacza, ze i-ty proces nie bierze udziatu
w przebiegu programu, natomiast w wektorze wyjsciowym informuje, ze i-ty proces
nie zakonczyl dzialania poprawnie — w ogdle nie bral udzialu w danym przebiegu
lub zakonczyt sie z btedem. Zbiory wektoréw wejéciowych i wyjsciowych oznaczamy
odpowiednio Z i O. Potrzebna jest nam jeszcze relacja A C Z x O miedzy tymi
zbiorami, okreslajaca, ktére wyniki uznajemy za poprawne dla réznych wektorow
wejéciowych. Zwykle bedziemy patrzeé¢ na A jako na funkcje z Z w zbiér wszystkich
podzbioréw O. To juz prawie wystarczy — trzeba jeszcze zalozy¢, ze 7, O i A maja
pewne dobre wlasnosci. Zbiory wektorow maja by¢ zamknigte na prefiksy: dla
kazdego wektora av € Z w zbiorze Z musza by¢ rowniez wszystkie wektory, ktore
mozna otrzymac z a, zastepujac niektore liczby przez L; to samo dla O. Natomiast
od A wymagamy, zeby w obrazie wektora « byly tylko wektory, ktére maja 1 na
tych samych pozycjach co a.

Tréjka (Z, 0, A), ktorej elementy spelniaja powyzsze zalozenia, to kompletny opis
zadania. Problem Binary Consensus mozemy wiec sformutowaé, definiujac

Z=A(0,1),(1,1),(L,0),(L,1),(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)},
0 ={(0,1),(1,1),(L,0),(L,1),(0,0), (1, 1)},
oraz A(a) = {a}, jesli a zawiera L, a w pozostalych przypadkach
A((0,0)) ={(0,0)},  A((L, 1) ={(11)},
A((LO)) = A((O’ 1)) = {(070)7 (17 1)}

Opis zadania Quasi-Consensus otrzymujemy z powyzszego, zmieniajac tylko
warto$é A dla wektoréw (0,1) i (1,0):

A((L 0)) = A((Ov 1)) = {(07 0)7 (17 1)7 (1, 0)}
Uzyskaliémy prosty, kombinatoryczny sposéb opisu problemoéw, ktére chcemy
rozwiazywaé. Jednak dla trudnych zadan, w ktérych uczestniczy wiele proceséw,
a takie zwykle pojawiaja sie w zyciu, struktury kombinatoryczne sa duze, bardzo
zlozone, trudno co$ na ich temat udowodnié... A gdyby spojrze¢ na te obiekty
»,z daleka” | sprobowaé dostrzec ich ksztalt, jakie$ charakterystyczne cechy, ktére
pozwola je lepiej zrozumieé¢ bez analizowania wszystkich szczegdétéw? 1 tu wreszcie
wkracza topologial

Okazuje sig, ze zbiory Z 1 O opisuja kompleksy symplicjalne — przestrzenie ztozone ze
skoniczenie wielu sympleksow (punktéw, odcinkdw, tréjkatéw, czworosciandw, . . .)
posklejanych porzadnie, czyli wspélnymi $cianami. Kilka przyktadéw mozna
obejrze¢ na rysunkach na marginesie. Taki kompleks jest obiektem topologicznym,
ale réwnoczesnie mozna go zdefiniowa¢ kombinatorycznie — za pomocg skoniczonego
zbioru informacji. Wystarczy umiesci¢ w odpowiednio duzej przestrzeni R
wszystkie wierzchotki wszystkich sympleksow, ktére maja sie znalezé w kompleksie,
i powiedzie¢, ktére pary taczymy odcinkiem, potem ktére z powstalych w ten
sposob tréjkatéw maja by¢ wypelnione, itd. Wiasnie jako takie zestawy danych
mozemy traktowaé zbiory Z i O. Kazdemu z nich przypisujemy kompleks, ktorego
wierzcholtkami sa wektory zawierajace tylko jedna wartosé rézna od L (na rysunkach
beda one oznaczane przez nazwe procesu, ktéremu odpowiada wartosé okreslona, i te
wartosé). Odcinek laczacy dwa wierzchotki nalezy do kompleksu, jesli w zbiorze
znajduje sie wektor, ktéry ma doktadnie dwie wartosci rézne od L — takie, jak

w wektorach bedacych wierzchotkami, i na tych samych miejscach. Analogicznie
dodajemy do kompleksu sympleksy wyzszych wymiaréw — odpowiadaja one
wektorom z mniejsza liczba L. Rysunki 3 i 4 przedstawiaja kompleksy wejéciowe
i wyjsciowe dla zadan Binary Consensus i Quasi-Consensus. Przeksztalcenie A
przypisuje sympleksom z kompleksu Z zbiory symplekséw z O, zachowujac wymiar.
Wobec tego, niestety, zazwyczaj nie moze by¢ ono przeksztalceniem symplicjalnym,
czyli takim, ze obrazem kazdego sympleksu jest sympleks, ale okaze sig, ze czasem
jest w pewnym sensie bliskie takiemu.

Przyda sie nam jeszcze jedna operacja na kompleksie symplicjalnym — podziat
kompleksu. Kazdy sympleks wyjsciowego kompleksu mozemy rozbié¢ na kilka
muiejszych (dodajac nowe wierzcholki), nawet na wiele réznych sposobéw, ale
zeby wynikiem byl kompleks symplicjalny, rozbicie musi spelnia¢ warunek dobrego
sklejania symplekséw. Latwo narysowad, na przyktad, podzial barycentryczny, ktory
powstaje przez dodanie i odpowiednie potaczenie srodkéw ciezkosci wszystkich
symplekséw. Najnizszy kompleks na rysunku 2 to wtasnie podzial barycentryczny
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Rys. 5. Dzialanie przeksztalcenia p dla
zadania Quasi-Consensus.

W tym miejscu warto sobie przypomnieé
o problemie sekcji krytycznej

i sygnalizowanych trudnosciach w jego
ominieciu. . .

trojkata. Nosnikiem sympleksu w podziale nazywamy najmniejszy sympleks
wyjsciowego kompleksu, ktory go zawiera.

Czasami wierzchotki w kompleksie sa pokolorowane; jak zwykle wymagamy,

zeby wierzchotki potaczone odcinkiem mialy rézne kolory. Wtedy, konstruujac
podzial, chcemy, zeby kolorowanie mozna bylo rozszerzyé¢ na dodane wierzchotki,
i wybieramy pewne rozszerzenie. Na kompleksach 7 i O uwzgledniamy kolorowanie
pochodzace od oznaczen wierzchotkow — kolory to pary zlozone z nazwy procesu
i wartosci wejsciowej lub wyjsciowe;j.

Te pojecia pozwola nam przyjrzeé sie twierdzeniu, ktére opisuje zalezno$¢ miedzy
istnieniem dobrego rozwiazania dla zadania a struktura odpowiadajacych mu
komplekséw symplicjalnych. Ale jakie rozwigzanie uznamy za dobre? Wymagamy
oczywiscie, zeby wyniki byly zgodne z funkcjg A. Dodatkowo protokét, czyli
algorytm wykonywany przez procesy, nie moze pozwalaé¢ na nieskonczone
oczekiwanie — kazdy proces po skoficzonej liczbie krokéw musi zakonczy¢ dzialanie,
poprawnie lub z bledem (ang. wait-free protocol). Zeby mozna bylo te definicje
wykorzysta¢ w Scistym dowodzie, trzeba jg zapisa¢ w jezyku automatéw, ale my
poprzestaniemy na intuicji.

Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy Maurice’a Herlihy’ego i Nira Shavita, The
Topological Structure of Asynchronous Computability (Struktura topologiczna
obliczeri rozproszonych), z 1999 roku. Jak widaé¢, pomyst nie jest stary, i mozna sie
spodziewad, ze nie zostal jeszcze calkiem wyeksploatowany. . .

Twierdzenie 1. Dla zadania (Z, O, A) istnieje protokdl bez oczekiwania wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje podzial o(Z) kompleksu T (z opisanym wyzej kolorowaniem) oraz
przeksztalcenie symplicjalne p: o(Z) — O zachowujgce kolorowanie i takie, ze dla
kazdego wierzcholka s € o(T) punkt u(s) lezy w obrazie nosnika (s,T) przy funkcji A.

To oznacza, ze jesli chcemy udowodnié istnienie dobrego protokotu dla pewnego
zadania, musimy znalez¢ podzial kompleksu wejsciowego uwzgledniajacy naturalne
kolorowanie oraz odwzorowanie y z tego podzialu w O, zgodne z warunkami zadania,
czyli z funkcja A. Przyjrzyjmy sie, jak to wyglada dla zadania Quasi-Consensus
(rys. 5).

Kompleksy Z i O juz znamy, a o(Z) tworzymy, dodajac na krawedzi (P0, Q1) dwa
punkty, o kolorach P1 i Q0. Przeksztalcenie u przeprowadza krawedzie (PO, Q0),
(P1,Q0), (P1,Q1) na ich odpowiedniki w kompleksie wyj$ciowym. Trzy odcinki
skladajace sie na krawedz (PO, Q1) réwniez przechodza przy u na te krawedzie,
zgodnie z kolorami wierzchotkéw. Latwo sprawdzié, ze warunek zgodno$ci z A jest
spelniony. Stad dla zadania Quasi-Consensus istnieje protokédt bez oczekiwania.

A co z zadaniem Binary Consensus? Spojrzmy jeszcze raz na rysunek 3 — kompleks
wyjsciowy jest niespdjny. Warunek zgodnosci z A wymaga, zeby obie sktadowe O
byty w obrazie p. Ale o musi by¢ ciagle, a Z jest spdjny, co prowadzi do sprzecznosci.
Dla tego zadania dobry protokol nie istnieje. A zeby to wykazaé, wystarczylo
przyjrzeé sie bardzo pobieznie strukturze topologicznej komplekséw!

Mozna stawia¢ zarzuty, ze twierdzenie daje wnioski czysto egzystencjalne — a co
nam przyjdzie z wiedzy, ze pewien program mozna napisaé, jesli nie wiemy, jak to
zrobi¢? W rzeczywistosci jest lepiej, niz mogloby sie na pierwszy rzut oka wydawac.
Co prawda z samego twierdzenia nie mozemy wiele wnioskowaé o postaci protokotu,
ale dowdd jest konstruktywny. Jego analiza pozwala na zrozumienie i zapisanie
odpowiedniego kodu, chociaz zwykle nie w takiej postaci, jaka wydawalaby sie
najbardziej naturalna.

UzyliSmy twierdzenia 1 tylko do rozstrzygniecia dwoch bardzo prostych problemow.
Ale mozna je stosowac do istotnie bardziej ztozonych sytuacji i otrzymywaé wazne
rezultaty. To twierdzenie pozwolito, miedzy innymi, na zbadanie zadania Renaming.
W pewnych przypadkach, dla zbioru wynikéw niewiele wickszego od zbioru
proceséw, istnienie protokotu bez oczekiwania bylo wczesniej nierozstrzygniete.
Do badania zadan trudniejszych niz opisane przyktady czesto potrzebne sg bardziej
subtelne wlasnosci topologiczne komplekséw Z i O niz tylko spéjnosé. Przydaje sie,
na przyktad, lemat Spernera oraz r6zne metody wykrywania dziur w przestrzeniach:
grupy homotopii, w szczegdlnosci grupa podstawowa i grupy homologii, ktére dla
komplekséw symplicjalnych nietrudno obliczy¢. Mozliwe, ze topologia ma jeszcze
duzo do powiedzenia w informatyce. . .
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