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Rozwigzanie zadania M 1255.

Niech n bedzie najmniejsza liczba, dla
ktoérej teza zadania nie jest spelniona.
Przyjmijmy, ze wéwczas a < 2" L.
Poniewaz liczby a, b, ¢, d sa dodatnie,
wigc n > 1. Wobec tego prawa, a zatem
i lewa strona danej réwnosci jest
podzielna przez 8. Poniewaz kwadrat
liczby catkowitej daje z dzielenia przez 8
reszte 0, 1 lub 4, wiec liczby a, b, ¢, d,
spelniajace dang zaleznos¢, musza by¢
parzyste, tzn. a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢q,

d = 2d;. Stad wniosek, ze a1 < on—2

(1,? + b? —+ (:f + (1? =T7- 4”71,

co oznacza, ze teza zadania nie jest

spelniona réwniez dla liczby n — 1.
Otrzymalismy sprzecznosé.

Rozwigzanie zadania M 1256.
Przypusémy, ze a1,az2,...,a, < 2 oraz
niech b, =2 —a; (1=1,2,...,n).
Woéwczas b; > 0 oraz

by +b2+...4+b, <n.

Ponadto

n

n? < Z(z — b)) =

i=1

n n
:477,—45 b,,+§ b?<
i=1 i=1
n

n 5
<4n74E bi+(§ b,).
1

i=1 i=
Niech B = by + by + ...+ b,. Woéwczas
n(n —4) < B(B — 4). Wiemy, ze n > 4,
wiec liczba B(B — 4) jest dodatnia.
Ponadto B > 0, wiegc B —4 > 0.

Wiemy tez, ze B < n, wiec
B—4>n—4,czyli B> n.
Otrzymali$my sprzecznosé.

oraz

Informatyczny kacik olimpijski (24): Barykady

W finale Potyczek Algorytmicznych 2007 zawodnicy mieli do rozwigzania, miedzy
innymi, zadanie Barykady. Majac dane drzewo (czyli spdjny graf nieskierowany

o n wierzchotkach i n — 1 krawedziach), dla kazdej z podanych liczb dodatnich k;
nalezato wyznaczy¢é minimalna liczbe krawedzi, ktére nalezy z tego drzewa usunad,
aby jedna z pozostalych po tym zabiegu spéjnych czesci zawierata doktadnie k;
wierzchotkow.

Rozwiazanie opiera sie na programowaniu dynamicznym. Wybierzmy najpierw
dowolny wierzchotlek i uznajmy go za korzen drzewa. Bedziemy chcieli dla kazdego
poddrzewa wyznaczonego przez wierzcholek (czyli fragmentu zlozonego z tego
wierzchotka i wszystkich jego potomkéw) i kazdej liczby catkowitej dodatniej x
wyznaczy¢ minimalng liczbe krawedzi, taka ze po usunigciu z tego poddrzewa tych
krawedzi w poddrzewie zostaje spdjny fragment zawierajacy doktadnie x wierzchotkow,
z ktérych jednym jest korzen tego poddrzewa.

Dla lisci jest to bardzo tatwe: mozna to zrobi¢ tylko dla x = 1, nie usuwajac

z poddrzewa (zlozonego przeciez tylko z samego liScia) zadnych krawedzi. Aby obliczyé

wyniki dla pewnego wezta wewnetrznego v i wszystkich mozliwych wartosci x, nalezy

najpierw uczynic to dla wszystkich jego synéw vi, va, ..., vm. Niech w,,; oznacza

tablice wynikéw dla poddrzewa wierzchotka v;, a s; — tablice dla wierzchotka v

wraz z poddrzewami vi, vs, ..., v;. Wynikiem dla v jest wéwczas tablica s,,. Latwo

zauwazyé, ze si[x + 1] = wy, [z] (gdyz przecinajac te same krawedzie, mamy poddrzewo

z jednym wierzchotkiem wigcej) oraz s1[1] = 1 (przecinamy krawedz taczaca v z v1).

Ponadto, dla i > 2:

(%) si[z] = min(  min
J=1,2,. 2~

(sicalg] +wo; [z = 7)), si-afa] + 1)

Powyzsza réwno$é wynika z tego, ze mozemy z poddrzewa wierzchotka v; wziaé

pewna liczbe wierzchotkéw (konkretnie: z — j) i dotaczy¢ je do stworzonego wezesniej
poddrzewa (o j wierzchotkach) albo nie wziaé¢ zadnych wierzchotkéw z tego poddrzewa,
tj. przecia¢ krawedz taczaca v z v;.

Obliczywszy tablice wynikow w, dla wszystkich wierzchotkéw, otrzymujemy wynik
dla k; réwny (r jest korzeniem drzewa):

min(u, k), min_ (wolk] +1)).

W powyzszym napisie dodatkowa jedynka w przypadku v # r wziela sie stad, ze
musimy przeciaé¢ krawedz taczaca v z jego ojcem, czego nie uwzglednialiSmy przy
liczeniu w,,.

Pozostaje jeszcze zastanowié sie, jak szybko dziala algorytm oparty na opisanych
pomystach. Wzér (x) na elementy s; daje bezposrednig metode liczenia tablic w,. Widad,
ze algorytm ten ma ztozonosc O(n3), gdyz kazde poddrzewo dotaczamy raz, w czasie
O(n?), do jakiego$ obliczonego wczesniej s;. Udowodnimy teraz, ze algorytm ten dziata
istotnie szybciej. Wielu finalistow Potyczek nie dostrzeglo tego faktu i w zwiazku z tym
nawet nie prébowalo implementowaé omawianego rozwiazania, myslac, ze bedzie zbyt
wolne. Rzeczong lepiej oszacowang, ztozonoscia algorytmu jest O(n?).

Oznaczmy przez a(v) rozmiar poddrzewa o korzeniu w v. Udowodni¢ indukcyjnie

po a(v), ze taczna liczba operacji wykonywanych w poddrzewie o korzeniu w v

jest O(a(v)?). Dla lisci (a(v) = 1) jest to niewatpliwie zdanie prawdziwe. Wezmy
teraz wezel v i jego synéw vi, va, ..., vm. W algorytmie najpierw obliczamy

tablice wynikowe dla synéw, co daje nam O(a(v1)? + a(v2)? + ... + a(vm)?)

operacji, zgodnie z zalozeniem indukcyjnym. Zauwazmy, ze w tablicy s;—1 jest

1+ a(vi) +a(vz) + ...+ a(vi—1) elementéw, a w tablicy w; jest a(v;) elementéw. Stad
utworzenie tablicy s; z tablic s;—1 1 w; zgodnie ze wzorem (x) zajmuje czas

O(rozmiar(s;—1) - rozmiar(w;)) = O((1 + a(vi) + a(v2) + ... + a(vi—1)) - a(vy))

(dlaczego?). W takim razie wszystkie obliczenia w poddrzewie wierzchotka v zajmuja

czas
m m 2
O(a(v1)2 + . 4 alvm)® + Z a(vi)a(vy) + Z a(vi)) = O(( Za(vi) + 1) )
1<i<j<m i=1 i=1
= O(a(v)?),
co dowodzi, ze w catym drzewie wykonamy zaledwie O(n?) operacji.
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