Czy naprawde prawie robi wielka r6znice?
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Jednym z fundamentalnych pojeé¢ analizy matematycznej jest bez watpienia
rézniczkowalnosé. Dla funkcji jednej zmiennej, okre$lonej na pewnym otwartym
przedziale, réwnowazna jest ona istnieniu pochodnej funkcji w kazdym punkcie
tego przedziatu. Jak wiadomo, wszystkie funkcje elementarne sg rézniczkowalne
w tym klasycznym sensie, jednak wiele innych prostych i zarazem uzytecznych
funkeji juz nie. Przykladem jest chociazby funkcja y = |z|, dla ktérej wszystko
psuje sie w zerze, w ktorym pochodna nie istnieje. Okazuje si¢ jednak, ze mozna
tak ostabié¢ pojecie rozniczkowalnosci, ze wyzej wspomniana funkcja bedzie

juz rézniczkowalna w tym nowym sensie. Wystarczy w tym celu wzia¢ pod
uwage tzw. rozniczkowalnosé prawie wszedzie. Coz to oznacza? Pojecie prawie
wszedzie (bedziemy tez pisaé p.w.) jest krotszym okresleniem na sformulowanie
swszedzie poza zbiorem (jednowymiarowej) miary Lebesgue’a zero”. Wymyslona
na poczatku XX wieku przez Henri Lebesgue’a koncepcja miary, nazwanej
pézniej jego nazwiskiem, jest niczym innym jak uogélnieniem pojecia diugosci
przedziatu. Dzigki tej mierze mozna jednak mierzy¢ dodatkowo ,dtugosci” wielu
innych zbioréow zawartych w prostej. Mozna np. zmierzy¢ ,,dlugosé” punktu
(jego miara to zero), zbioru liczb naturalnych w R (miara tego zbioru jest
réwniez réwna zeru) lub ,dlugo$é” zbioru liczb niewymiernych w [0, 1] (miara

w tym przypadku wynosi jeden). Intuicyjnie czujemy, ze jezeli miara Lebesgue’a
jakiegos$ zbioru wynosi 0, to musi on by¢ ,bardzo maly”. I cho¢ dopuszczenie
do sytuacji, ze funkcja nie musi by¢ rézniczkowalna na takim ,malym” zbiorze,
wplynie z pewnoécia na jej zachowanie i wlasnosci, to czy skutkiem tego moze
by¢ radykalna zmiana faktéw znanych nam z klasycznej analizy matematycznej?

Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie, na poczatku odnotujmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jedynq funkcjq f ciggle w przedziale [0, 1] oraz spelniajgcq
wszedzie w przedziale (0,1) warunek f'(x) = 0 jest funkcja stala.

Czy to twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy w miejsce stowa ,wszedzie”
wstawimy ,,prawie wszedzie”? Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze tak.
Oczywiscie, mozna z latwoscia podaé (patrz rysunek 1) przyklad niemalejacej
funkeji rézniczkowalnej prawie wszedzie o pochodnej réwnej zeru, ktéra

nie jest stala, ale t¢ monotoniczno$¢ uzyskaliémy za cene nieciaglodci funkeji.
Czy jednak mimo wszystko moga istnie¢ rézne od statej CIAGLE funkcje
rézniczkowalne p.w. o pochodnej réwnej zeru, ktore sa, powiedzmy, niemalejace?
I choé intuicja podpowiada, ze takich obiektéw matematycznych nie ma,

to jak powiedzial brytyjski matematyk Edward Titchmarsh ,by¢ moze
najbardziej zaskakujace w matematyce jest to, ze jest tak zaskakujaca”.

Tak, sa takie funkcje! Jedna z nich jest funkcja Cantora (zwana tez funkcja
Cantora—Lebesgue’a), pochodzaca z 1883 roku. Do jej zdefiniowania bedzie nam
potrzebny tzw. zbiér Cantora. Przypomnijmy jego konstrukcje.

Zaczynamy od odcinka [0, 1]. Dzielimy go na trzy podprzedzialy réwnej dtugosci
i érodkowy z nich, otwarty, oznaczamy przez Ii. W kolejnym kroku pozostale
dwa przedzialy réwniez dzielimy na trzy podprzedzialy kazdy i srodkowe z nich,
otwarte, oznaczamy przez I oraz 13. W kolejnych krokach powtarzamy te
procedure, tzn. po n-tym kroku otrzymujemy 2" ! przedzialéw otwartych I7,
i=1,...,2"" 1 o dlugosci 3% kazdy. Zbiér Cantora okreslamy wowczas jako
zbioér C' postaci

C=[0,1]\G,
gdzie
oo 2n7 1
¢=J U .
n=1 i=1

Zbior Cantora ma intrygujace wlasnosci. Przede wszystkim jest przykladem
domknietego zbioru nieprzeliczalnego miary Lebesgue’a zero. Co wiecej, naleza
do niego tylko i wylacznie te liczby z przedziatu [0, 1], ktére da sie przedstawié
w systemie trojkowym bez uzycia 1.
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Rys. 2. Funkcja Cantora.
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Rys. 3. Funkcja Minkowskiego.
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Oznaczmy teraz
k on— 1

= U .
n=1 i=1
Dla dowolnego naturalnego k zdefiniujmy funkcje fx : [0, 1] — [0, 1] nastepujaco:
fe(0) =0,  fe(1) =1,
frlz) = 222n L dlas eli, gdzen=1,...ki=1,...,2""!
(Ii oznacza domknigcie zbioru I7), natomiast w domknieciach przedziatéw
dopehiajacych zbiér Gy do przedziatu [0, 1] okreélmy funkcje fi jako ciagta
i liniowa, tak aby w calym przedziale [0, 1] funkcja fi byla ciagla. Funkcja
fx bedzie wiec niemalejaca i ciaglta w [0, 1]. Co istotne, mozna wykazaé, ze
cigg funkeyjny {fr}72, jest jednostajnie zbiezny, a wiec jego granica fc
istnieje i jest funkcja ciaglta. Granice te nazywamy wilaénie funkcja Cantora.
Jest ona niemalejaca (bo wszystkie fi sa niemalejace) oraz stala w kazdym
z przedzialéw I'. Stad wynika od razu, ze poza zbiorem Cantora funkcja fo
ma pochodng réwna 0. Widzimy wiec, ze istnieje funkcja ciagla, ktéra jest
okreslona na przedziale dlugoéci 1 i ktérej pochodna na zbiorze miary 1 jest
réwna 0, a mimo to nie jest funkcja stata. Co wiecej, przyjmuje wszystkie
wartosci pomiedzy 0 i 1! Zaiste, dziwna jest ta funkcja. Zreszta czasami
nazywa sie ja réwniez, ze wzgledu na nieskonczona ilosé ,schodkéw” (czyli
tych fragmentéw jej wykresu, na ktérych jest stala), ,diabelskimi schodami”,
co takze podkresla jej nieoczekiwane wtasnosci. Z drugiej strony jednak, skoro
istnieje taka funkcja jak funkcja Cantora, to moze warto zapytaé, czy istnieje
okreslona w przedziale [0,1] SCISLE monotoniczna funkcja CIAGEA, ktéra
prawie wszedzie w (0, 1) bedzie miala pochodng réwna 0?7 I tu, co zaskakujace,
odpowied? jest twierdzaca! W literaturze znanych jest wiele funkcji o tej
wlasnosci (np. funkcje Riesza—Nagy’a), jednak tutaj podamy przyklad chyba
najstynniejszej wéréd nich, a mianowicie funkcji Minkowskiego ?(x), ktéra po raz
pierwszy na kartach historii matematyki pojawia sie w 1904 roku. Mozna ja
okredli¢ na wiele sposobéw. My do tego celu wykorzystamy utamki tancuchowe.
Przypomnijmy, ze kazda liczbe rzeczywista = mozna przedstawi¢ w postaci

1
r=at————7 >
a + ——
az + —
(przedstawienie to w skrécie mozna zapisaé¢ réwniez jako = = [ag; a1, as, . . .]),

gdzie ag € Z, a; € Ndlai=1,2,... Co istotne, kazda liczba niewymierna

ma dokladnie jedno takie przedstawienie (w postaci nieskonczonego utamka
tancuchowego), dowolna za$ liczbe wymierna mozna zapisa¢ w dwéch postaciach:
krétszej [ao; a1, ag, ..., ay), gdzie a, # 1, lub diuzszej [ag; a1, az,...,a, — 1,1].
Oznaczmy Ry = Zle a;. Woéwczas na przedziale [0, 1] funkcja Minkowskiego
(zwana po angielsku question mark) zdefiniowana jest nastepujaco:

n -1 i—1
2 Z (27}11 dla z wymiernych oprécz 1,
i=1
?(x)

= e —1)i-1
2 Z (24}251_ dla x niewymiernych,
i=1

1 dlaz =1.
Wykazanie, ze ?(x) ma wymagane przez nas wlasnosci, czyli ciaglosé, Scisla
monotonicznosé, pochodna prawie wszedzie réwna 0, jest o wiele trudniejsze
niz w przypadku funkcji Cantora. Niemniej jednak fakt istnienia takiej funkcji
pozwala nam sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Istniejg $cisle monotoniczne funkcje ciggle [ okreslone
w przedziale [0,1] oraz spelniajace prawie wszedzie w przedziale (0,1) warunek

#(z) = 0.

Jak wida¢, zmiana jakoSciowa miedzy twierdzeniami 1 i 2 jest znaczna. Zatem
takze w matematyce prawie potrafi zrobié¢ wielka réznice. . .
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