I choé przy obliczaniu pierwszej sumy

bedzie trzeba wszystkie te bloki $ciggnaé

do pamieci cache, to przy obliczaniu sumy

tabl[i+1] [j+1],tab[i+2] [j+1],...,tab[i+20] [j+1]
odpowiednie bloki beda sie juz znajdowaé¢ w pamieci
podrecznej, dzieki czemu program nie straci

cennych nanosekund.

By¢ moze ktos powie, ze nie warto si¢ w to wszystko

w ogdle zaglebia¢, gdyz przyspieszamy program jedynie
o staly czynnik. Jednak naktad pracy, jaki wlozylismy
w zmiane programoéw, byl minimalny. Jesli mamy
program dzialajacy 10 godzin, a potrzebujemy otrzymac
wynik w ciggu godziny, to owszem — mozemy kupié

dziesieciokrotnie szybszy komputer. Ale czasami
mozemy zaoszczedzi¢ duzo pieniedzy, po prostu
zamieniajac kilka linijek miejscami i dodajac kilka
pozornie nieistotnych znakéw w odpowiednich miejscach
programu.

Na koniec mate ¢wiczenie dla Ciebie, Drogi Czytelniku.
Otworz swoja ulubiong wyszukiwarke internetowa

i wyszukaj ,mnozenie macierzy C++". Wejdz

na pierwsza lepszg strone. Czy implementacja,

ktora znalaztes, jest napisana optymalnie z punktu
widzenia dzialania mechanizmu cache? Czy mozna

ja przyspieszy¢, uzywajac metod opisanych w tym
artykule? Jak to zrobi¢?

Co to znaczy zrekonstruowac¢ porzadek?
Marta PRZYBOROWSKA®

W tym artykule przedstawimy problem rekonstrukcji zbioru czedciowo
uporzadkowanego. Bedziemy rozwazaé jedynie zbiory skonczone.
Do sformulowania problemu bedziemy potrzebowaé kilku podstawowych pojec.
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Porzgdkiem cze$ciowym na zbiorze X nazywamy relacje < spelniajaca wlasno$é
przechodniodci i przeciwzwrotnoéci. Moéwiac, ze relacja < jest przechodnia, mamy
na mysli, ze jezeli a, b, ¢ sa takimi elementami zbioru X, ze a < bib < ¢, to
réwniez a < c. Przeciwzwrotnosé relacji < oznacza, ze nigdy nie zachodzi a < a.
Z tych aksjomatéw wynika, ze rowniez nigdy nie zachodzi jednoczesnie a < b

i b < a. Jezeli relacja < jest porzadkiem cze$ciowym na zbiorze X, to pare

(X, <) nazywamy zbiorem czesciowo uporzgdkowanym lub krétko posetem (ang.
partially ordered set). Zbior liczb catkowitych X = {1,2,3,4,6,12}, w ktérym

a < b oznacza, ze a dzieli b i a # b, jest bez watpienia przykladem posetu.

Méwimy, ze element b pokrywa element a w posecie (X, <), jezeli a < b i dla
zadnego elementu ¢ € X nie zachodzi a < ¢ < b. Diagramem posetu P = (X, <)
nazywamy graf skierowany D(P) na zbiorze wierzchotkéw X, w ktérym
rysujemy tuk od a do b wtedy i tylko wtedy, gdy b pokrywa a. Rysujac diagram
posetu, kierujemy krawedzie w gére, tak aby otrzymaé charakterystyczny obraz
porzadku wyrdzniajacy odpowiednie poziomy elementéw zbioru X. Wowczas

a < b wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje w diagramie D(P) $ciezka wznoszaca sie

w goére od a do b. Na rysunku 1 widzimy diagram posetu dzielnikéw liczby 12.

Zauwazmy, ze diagram posetu mozna narysowac¢ na wiele sposobow, otrzymujac
rézne rysunki grafu D(P). Posety P i Q) nazywamy izomorficznymi, jezeli

ich diagramy mozna tak narysowac, ze otrzymane rysunki beda identyczne.

Niech P = (X, <) bedzie posetem i niech « bedzie dowolnym elementem

zbioru X. Niech P, oznacza poset otrzymany przez usuniecie elementu z ze
zbioru X. Przypusémy, ze kazdy z diagraméw D(P,), z € X, zostal narysowany
na osobnej karcie, ale bez oznakowania wierzchotkéw. Kolekcje wszystkich takich
kart posetu P nazywamy jego talig. Zwréémy uwage, ze talia moze zawieraé
wiele identycznych kart, a jej licznosc jest réwna liczbie elementow zbioru X.

Czy majac dana talie kart pewnego posetu, mozemy zrekonstruowac go

Rys. 1
Izomorfizm posetéw P i @Q oznaczamy przez P ~ Q.
P @ Sformutowanie problemu
I [ N ] I
talia posetow P, L. . .
P @ z dokladnoscia do izomorfizmu?
Rys. 2

Innymi stowy, pytamy, czy jest mozliwe, aby dwa rézne (czyli nieizomorficzne)

posety mialy identyczna tali¢ kart. Na rysunku 2 widzimy przyklad takiej
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patologicznej pary. Przypuszcza si¢ jednak, ze zjawisko to nie wystepuje wérod
posetow o wiekszej liczbie elementow.



a b c

Rys. 3. Na rysunku przedstawiono
6-elementowy zbiér czesciowo
uporzadkowany P. Lancuchami

w P sa podzbiory: {a,d, f}, {a,d},

{aa f}7 {d’ f}’ {aa e}, {b’ d, f}’ {bi d}v

{b, f}, {c, e}. Antylancuchami w P

sg podzbiory: {a,b, c}, {a, b}, {a,c},
{b,c}, {d, e}, {d,c}, {e, b}, {f, e},

{f, c}. Najliczniejszy laicuch wyznacza
wysokosé posetu: h(P) = 2. Najliczniejszy
antylanicuch wyznacza szerokosé posetu:
w(P) = 3. Elementy a, b, ¢ s3 minimalne,
co oznacza, ze zbiér nie ma elementu
najmniejszego.

Hipoteza 1. Kazdy zbior czesciowo uporzgdkowany o co najmniej czterech
elementach jest rekonstruowalny na podstawie swojej talii kart.

Powyzsza hipoteza jest posetowa wersja stynnego problemu rekonstrukcji grafow
z 1929 r. autorstwa Stanistawa Ulama. Pomimo sporych wysitkow pozostaje
jak dotad otwarta.

Przyklady rekonstrukcji

Elementem minimalnym w posecie P = (X, <) nazywamy taki element a, ze
nie zachodzi z < a dla zadnego x € X. Elementem najmniejszym posetu P
nazywamy taki element b, ze b < x dla kazdego x € X — b. Widzimy, ze
element najmniejszy jest zarazem minimalny, ale nie musi by¢ na odwrét.
Poset moze zawiera¢ wiele elementéw minimalnych i wtedy nie ma elementu
najmniejszego.

Twierdzenie 1. Zbiory czesciowo uporzqgdkowane z najmniejszym elementem
sq rekonstruowalne.

Dowdd. Rozwazmy talie n-elementowego posetu P (n > 4). Zauwazmy, ze jesli
P ma element najmniejszy a, to pojawi sie on we wszystkich n — 1 kartach
posetéw P, x # a. Jesli natomiast P nie ma elementu najmniejszego, to ma
co najmniej dwa elementy minimalne, czyli co najwyzej dwie karty P beda
mialy element najmniejszy. Zatem na podstawie ilosci kart z najmniejszym
elementem mozemy rozpoznac, czy rozwazany zbiér ma element najmniejszy,
czy go nie ma.

Pozostaje sposéb rekonstrukeji. Wiemy juz, ze P ma element najmniejszy a.
Nalezy odnalez¢ karte, w ktérej usunietym elementem bylo wlasnie a. Jak
to zrobi¢? Sposrod kart wybierzmy taka, ktora na jak najnizszym poziomie
diagramu ma najwiecej elementéw, ale co najmniej dwa (jesli takiej nie ma,
to porzadek P jest liniowy). Do tej karty dokladamy najmniejszy element a
i w ten sposéb otrzymujemy rekonstrukcje zbioru P. [

Analogicznie mozna dowiesé rekonstruowalnosci posetow z najwiekszym
elementem.

Do elementarnych dowodow nalezy réwniez pokazanie, ze wysokosé i szerokosé
posetu sa parametrami rekonstruowalnymi. Lancuchem w posecie P nazywamy
zbidr elementéw parami poréwnywalnych, natomiast antylancuchem nazywamy
zbiér, ktérego zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne. Wysokosé posetu h(P)
réwna jest licznosci najdtuzszego tancucha w nim zawartego minus jeden.
Szeroko$é posetu w(P) réwna jest licznosci najliczniejszego antytancucha w nim
zawartego.

Twierdzenie 2. Szerokosé¢ i wysokosé posetu sqg rekonstruowalne.

Dowdad. O zbiorze P zalézmy, ze nie jest tancuchem i nie jest antylancuchem.
Niech C' bedzie najliczniejszym tancuchem w P. 7 zalozenia istnieje w P punkt
x & C, stad h(P) = h(P — z). A zatem wysoko$¢ zbioru P réwna jest maksimum
wysokosci kart zbioru P.

Niech teraz A bedzie najliczniejszym antylancuchem w P. Poniewaz P nie jest
antylancuchem, wigc istnieje w P punkt y € A. Zatem A jest najliczniejszym
antylancuchem réwniez w zbiorze P — y, czyli w(P) = w(P — y). Stad
wnioskujemy, ze szerokos¢ zbioru P jest réwna maksimum szerokosci kart

zbioru P. [J

Powyzsze rozwazania na temat rekonstrukcji zbioréw nalezy uzupelni¢ o liste
innych znanych klas skonczonych rekonstruowalnych zbioréw czesciowo
uporzadkowanych. Sg to, miedzy innymi, zbiory niespéjne, zbiory o niespéjnym
grafie nieporéwnywalnoéci, zbiory szerokosci 2, lancuchy i antytancuchy. Warto
nadmieni¢ takze, ze istniejg zbiory nieskonczone, ktére nie sa rekonstruowalne.
Moze Czytelnik sprébuje znalezé przyktad?
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