Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

Utamki proste...

www.sem.edu.pl

... to takie, ktérych licznikiem jest 1, a mianownik jest liczba calkowita

wieksza od 1.

/MY

Rozklad na ré6zne ulamki proste

Oto algorytm: od utamka, ktéry chcemy roztozyé,

odejmujemy najwiekszy mniejszy od niego utamek prosty.

Operacje powtarzamy dla otrzymanej réznicy, az do
chwili, gdy i ona jest utamkiem prostym. Algorytm ten
ma wlasnos¢ stopu, bo liczniki kolejnych réznic sa coraz
mniejsze (dlaczego?), wiec w konicu musza staé sie jedynka.
Przyktad:

9/19 — 1/3 = (27 — 19)/(19 - 3) = 8/57,

8/57 — 1/8 = (64 — 57)/(57 - 8) = 7/456,

7/456 — 1/66 = (462 — 456) /(456 - 66) = 6/ (456 - 66) =

= 1/(456 - 11) = 1/5016.
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Rozktad nie jest jednoznaczny, bowiem np.
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co pozwala liczbe sktadnikéw dowolnie powigkszac.

Podany algorytm pozwala rozlozy¢ ulamek k/n na

nie wiecej niz k utamkow prostych. Podany przyktad
pokazuje jednak, ze zdarza si¢ (wskutek skrécenia), iz
liczba sktadnikéw moze by¢ mniejsza. Stad wywodzg, sie
np. dwie hipotezy

Hipoteza Péla Erdésa—Ernsta G. Strausa:
dla dowolnego n ulamek 4/n daje sie rozlozyé na sume
doktadnie trzech roznych ulamkow prostych,

Hipoteza Andrzeja Schinzla:
dla dowolnego k istnieje taka liczba N, Ze dla n > N
ulamek k/n mozna rozlozyé na trzy ulamki proste.

W przypadku pierwszej hipotezy sprawdzono jej prawdziwos$é dla
wszystkich n < 1014,

Dla wprawy sprawdzcie (wskazéwka jest wyzej), czy
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Egipcjanie z blizej nieznanych powoddéw uwazali, ze wszystkie ulamki pomiedzy
0 i 1 nalezy przedstawia¢ w postaci sumy réznych utamkéw prostych. Okazuje
sie, ze zawsze da sie to zrobic.

Rozwiniecia dziesietne

Jak wiadomo, rozwinigcie dziesigtne utamka moze by¢
skoniczone lub okresowe. Inne rozwiniecia zarezerwowane
sg dla liczb niewymiernych. Ale jak dlugi moze by¢
okres w takim rozwinieciu?

Kazdy moze sobie sprawdzi¢, ze
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73 = 0.(076023), - = 0,(0588235204117647).

Okresy liczb 1/7 1 1/17 maja dlugos$é odpowiednio

6 1 16, czyli zaledwie o 1 mniejsza od ich mianownikéw.
W takiej sytuacji, to znaczy gdy rozwiniecie dziesietne
utamka 1/k ma okres dtugosci k — 1, méwimy, ze jest
to rozwiniecie maksymalne. Nasuwa si¢ pytanie, czy
faktycznie okres nie moze by¢ dluzszy.

Nietrudno to uzasadnié. Liczby przy dzieleniu
dziesietnym zaczna sie powtarzaé, gdy drugi raz trafimy
na te sama reszte. A réznych (niezerowych) reszt moze
byé¢ doktadnie k£ — 1.

Przyktady: przy dzieleniu 1 przez 7 kolejno pojawiaja si¢ reszty 1, 3,
2,6, 4,5 1znéw 1, 3 itd.; przy dzieleniu przez 17 reszty to 10, 15, 14,
4,6,9,5,16,7,2,3,13, 11, 8, 12, 1 i znéw 10, 15 itd.

Natomiast przy dzieleniu przez 13 pojawiajg si¢ tylko niektére sposréd
mozliwych reszt: 10, 9, 12, 3, 4, 1. Jeszcze gorzej jest przy 11 — tylko
101 1. A przy 3 mamy juz tylko 1.

A czy zawsze jest tak, ze liczba reszt pojawiajacych si¢ przy dzieleniu
przez k dzieli k — 17

Powstaje pytanie, odwrotnosci ktérych liczb maja

w systemie dziesietnym maksymalne okresy. O dziwo,
pelna odpowiedz na to pytanie nie jest znana —
praktycznie jedyna ogdlna metoda jest. .. wykonanie
dzielenia.

Chetnym polecamy sprawdzenie, ze maksymalne okresy
maja odwrotnosci liczb 19, 23, 97, 337.

Z zycia SEM

2 czerwca 2009 roku w Piotrkowie odbyt sie pod patronatem SEM i przy
wspolpracy Wojewddzkiego Osrodka Doskonalenia Nauczycieli oraz I LO
im. Bolestawa Chrobrego

Dzien Dziecka z Matematyka.

O pierwszym plakacie SEM (patrz np. Delta 2/2009) méwil Waldemar

Informuyjcie nas, jakie spotkania
odbywaja sie w Waszej
miejscowosci!
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Pompe, po czym odbylo sie spotkanie nauczycieli po$wiecone pracy z uczniem
uzdolnionym matematycznie. Spotkanie zakonczyly zajecia warsztatowe dla
uczniéw pod tytutem Rozwigzywanie zadan konkursowych z geometrii.



