Rys. 1

Przypominamy: tréjkat Reuleaux to
figura uzyskana z tréjkata réwnobocznego
XYZ w ten sposéb, ze bok XY zostaje
zastagpiony lukiem XY okregu o srodku Z
i podobnie pozostate boki; punkty X,Y, Z
nazywamy wierzchotkami otrzymanego
tréjkata Reuleaux.
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Rozeta katedry w Metz — cigg dalszy

W poprzednim artykule (Delta 8/2009) skonstruowalismy gléwna czesé
rozety z katedry w Metz: osiem duzych ostrotukéw wpisanych w okrag
oraz po dwa mniejsze ostroluki wpisane w duze ostrotuki (rys. 1).
Teraz zajmiemy sie wolna przestrzenia miedzy duzymi ostrotukami

i okregiem ograniczajacym rozete. W kazda z tych wolnych przestrzeni
wpiszemy tréjkat Reuleaux styczny do obu ostrotukéw i danego okregu
(rys. 2). Zaznaczmy wierzcholki tréjkata Reuleaux; niech beda to
punkty B, C'i D. Zaznaczmy takze punkty styczno$ci: niech A bedzie
punktem stycznosci okregu ograniczajacego rozete z tukiem C'D, niech
E bedzie punktem stycznosci duzych ostrotukéw i niech S bedzie
punktem stycznosci tukéw W E i BD. Niech wreszcie punkt P bedzie
srodkiem okregu, ktérego fragmentem jest tuk WE (rys. 3). Oczywiscie
odcinek PFE jest promieniem tego okregu.

Naszym celem jest znalezienie wierzchotkéw B, C' i D. Musza przy tym
by¢ spelnione nastepujace warunki:

AB=BC=CD=BD oraz PC=PE+ AB.

Rozwiazemy najpierw zadanie w pewnym sensie odwrotne. Zatozymy,

ze dane sa punkty B, C'i D, a nastepnie znajdziemy odpowiadajacy im
punkt P spelniajacy zadane warunki. Wtedy otrzymana konfiguracje
punktow przeksztalcimy przez jednoktadnosé o srodku w punkcie A,

tak by otrzymany punkt P pokryl sic z danym punktem P.

Konstrukcje te opiszemy jednak nie odwotujac sie bezposrednio

do pojecia jednoktadnosci, tak by byta ona zrozumiata rowniez dla

0s6b nieznajacych wlasnoéci tego przeksztalcenia geometrycznego.
Czytelnik znajacy te wlasnodci bez trudu dostrzeze sposéb wykorzystania
jednokladnosci.

Niech O bedzie érodkiem okregu ograniczajacego rozete. Konstrukcje
rozpoczynamy od tego, ze na prostej OA wybieramy dowolny punkt B’
i konstruujemy tréjkat réwnoboczny B'C’D’, ktérego bok jest

rowny AB’. Na rysunku 4 wybraliémy B’ = O; punkt C’ znajduje

sie wtedy na okregu ograniczajacym rozete oraz << AOC’ = 30°.

Nie zaznaczamy na tym rysunku punktu D’; nie jest on potrzebny

do konstrukeji punktéw B, C'i D. Poniewaz tréjkat AOC” jest
rownoramienny, wiec XOAC’ = <OC'A = 75°. Znajdujemy nastepnie
punkt G, tak by trojkat OGC” byl rownoboczny. Zauwazmy, ze wtedy

LAOG = < AOC" + «C'OG = 30° 4+ 60° = 90°.



Przez punkt G prowadzimy nastepnie prosta prostopadia do OG

(czyli réwnolegla do OA). Zaznaczamy punkt przeciecia tej prostej

z prosta AP; niech bedzie to punkt M. Niech H bedzie punktem

przeciecia prostych GM i PE. Teraz zaczyna sie najwazniejsza czes¢

konstrukcji: na prostej M C" znajdujemy taki punkt K, by PK = PH.

Nastepnie przez punkt C” prowadzimy prosta rownolegta do PK

i w przecieciu z prosta AP znajdujemy punkt P’. Niech £’ bedzie rzutem

punktu P’ na prosta OA i niech L bedzie punktem przeciecia prostych

GM i P'E’. Wykazemy, ze P'C' = P'E' + OA.

Zauwazamy dwie pary tréjkatéw podobnych:
APKM ~ AP'C'M oraz APHM ~ AP'LM.

Mamy zatem
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Poniewaz PK = PH, wigc

PC=PL=PF+FEL=PFE+0G=
=P E' +OA.

Teraz znajdujemy punkty B, C'i D. Niech C
bedzie punktem przeciecia prostych AC' i PK.
Nastepnie przez punkt C' prowadzimy prosta

Cl

rownolegta do OC’; punkt B jest punktem

przeciecia tej prostej z prosta OA. Wreszcie
punkt D jest punktem symetrycznym do C
wzgledem prostej OA. Zauwazmy najpierw,

ze LABC = < AOC" = 30°. Stad wynika, ze

< DBC = 60°. Poniewaz z symetrii wynika tez, ze
DB = BC, wiec trojkat BCD jest réwnoboczny.
Wiemy réwniez, ze < BAC = <OAC' = 75°, a wiec
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L I BCA = 75°. Stad wynika, ze trojkat BC'A jest
rownoramienny: BC = BA.

Pozostaje do wykazania, ze PC' = PE + AB. Korzystajac z podobienstwa
tréjkatéw PCA 1 P'C' A, otrzymujemy proporcje

PC PA
pPC T PA
7 podobienstwa trojkatéw PEA i P'E'A otrzymujemy
PE  PA
PE — PA

7 podobienstwa trojkatéw BCA i OC'A i jeszcze raz PCA i P'C'A
otrzymujemy

BC AC PA

oC'  AC'  PA
Stad dostajemy PE-P'A= P'E' - PA oraz BC-P'A=0C"-PA.
Po dodaniu ostatnich dwéch réwnosci dostajemy

(PE + BC)-P'A=(P'E'+0C') - PA,

czyli
PE+BC  PA  PC
PE +0C"  PA PC
Ale PPE'4+0C"= P'E'+ OA = P'C’, skad wynika, ze PE + BC = PC.
Poniewaz BC = AB, wiec ostatecznie dostajemy PE + AB = PC.
To dowodzi poprawnosci konstrukeji wierzchotkéw trojkata Reuleaux.
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