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Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadt orzetl.
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Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadta reszka.

Zgodnie z ta strategia, majac n kandydatek, nalezy po kolei:

e rzuci¢ n razy moneta i odrzucié¢ tyle poczatkowych kandydatek, ile wypadto
ortow;

e rzuci¢ raz moneta i jesli wypadl orzel, to zaznaczy¢ te wierzcholtki, ktére maja
najwieksza wysokosé, a jesli wypadla reszka, to zaznaczy¢ wierzchotki, ktore
maja najwiegksza lub o 1 mniejsza wysokos¢;

e wybraé pierwsza spoérdéd nastepnych kandydatek, ktéra bedzie lepsza od
jakiejs zaznaczonej i bedzie najlepsza wsréd dotychczasowych.

Ta strategia daje nam prawdopodobienstwo 25%, ze niezaleznie od tego, jaki
graf tworza kandydatki na zone i w jakiej kolejnosci przychodza, wybierzemy
wlasnie te najlepsza. Niesamowicie optymistyczny wynik — nawet jeli bierzemy
pod uwage 3 miliardy kandydatek, to dzigki opisanej metodzie na 25%
znajdziemy wéréd nich najlepsza zone!

No, ale to nie koniec. Nikt nie twierdzi, ze lepiej si¢ nie da. Wiemy, ze wskazana
wyzej strategia nie da lepszego prawdopodobienstwa, ale przeciez moze by¢ inna,
lepsza metoda. W opisanej strategii odrzucaliémy $rednio potowe kandydatek,

a nastepnie losowaliSmy, ktore wierzcholki zaznaczamy — moze lepiej bedzie,

jesli po 1/3 kandydatek zaznaczymy wierzcholki o najwigkszej wysokosci,

a po 2/3 takze te o wysokosci o jeden mniejszej? A moze trzeba szukaé catkiem
innej metody? Mam powody przypuszczad, ze istnieje strategia dajaca, jak

w przypadku poszukiwan sekretarki, szanse réwna 1/e, czyli okolo 37%. Czekam
tylko na kogos, kto znajdzie te strategie i udowodni. Zachecam do poszukiwan —
zarOéwno teoretycznych, jak i praktycznych!

Logarytm w liczbach naturalnych Jan SZEJKO”®

Przyjmujemy, ze 0 € N.

Aby skorzystaé z cigglosci potegowania,
trzeba zauwazyé, ze dla ustalonych
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wziagé¢ malejacy ciag liczb wymiernych
zbiegajacy do ;((Z; .
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Zajmiemy si¢ problemem znalezienia funkcji ze zbioru liczb catkowitych
dodatnich w zbiér liczb naturalnych, mozliwie wiernie oddajacej podstawowe
wlasnodci logarytmu. Nastepujace zadanie jest pierwsza préba okreslenia
wlasnosci, ktére szukana funkcja ma spetniaé.

Problem 1. Czy istnieje funkcja f : Zy — N, ktora nie jest stale rowna 0

1 spetnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2) dla dowolnych k,l € Z zachodzi f(kl) = f(k) + f(1)?

Nie jest to trudny problem; pokazemy, ze, niestety, nie ma takiej funkcji.

Dowdd. Dla kazdego n > 1 zachodzi f(n) > 0, gdyby bowiem dla pewnego n > 1
bylo f(n) = 0, to réwniez f(n¥) = kf(n) = 0 dla kazdego k € Z. A stad byloby
f(n) =0 ze wzgledu na monotonicznosé f, czyli sprzecznosé.

Pokazemy, ze a/® > b/(@) dla a,b > 1. Dla kazdej liczby wymiernej z
korzystajac kolejno z warunkéw 2) i 1), otrzymujemy:

b
g > % & pfla) > qf (b) & f(aP) > F(b7) = aP > be.
Potegowanie jest ciagle, wiec musi by¢ réwniez a? > b7 dla l{; = %, stad

af® > (@) czego nalezalo dowiesé. Zauwazmy ciekawa rzecz: nigdzie

nie zalozyliSmy nic wiecej o a i b oprocz tego, ze a,b > 1. Zatem analogiczna
nieréwno$é zachodzi, gdy zamienimy a i b miejscami: b(®) > of () Mamy wiec
réwnosé af® = /(@) dla a,b > 1. To jednak nie moze by¢ prawda, poniewaz dla
a =2, b =3 dostajemy réwnos¢ liczby parzystej i nieparzystej. U

Wiemy juz, ze nie ma funkcji, ktéra spelnia warunki 1) i 2). Mozemy jednak
sie zastanowié, co bedzie, jesli ktéry$ z nich oslabimy. Zastapmy warunek 2)
slabszym warunkiem 2').

Problem 2. Czy istnieje funkcja f : Zy — N, ktdra nie jest stale réwna 0

1 spelnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2') dla k,l € Zy wzglednie pierwszych zachodzi f(kl) = f(k) + f(I)?
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Oczywiscie, nie wynika z tego jeszcze,

ze f jest od pewnego miejsca stata —

np. funkcja ,czes$é catkowita /n” ma
dowolnie dlugie przedzialy, na ktérych
jest stala, ale nie jest stala na [N, c0) dla
zadnego N € N.

Wystarczy dobraé takie k, ze
f(a?k) = f(a®(k 4+ 1)). Z lematu 1
wynika, ze taka liczba istnieje.

Tu juz nie mozemy skorzysta¢ z poprzedniej metody, poniewaz nie mamy
podstaw do stwierdzenia, ze f(a™) = nf(a). Mozna zauwazy¢, ze gdyby taka
tozsamosé zachodzilta, to w istocie spelniony bylby warunek 2).

Okazuje sie, ze po tym ostabieniu nadal nie istnieje odpowiednia funkcja —

w rzeczywistosci z tych slabszych warunkéw mozna wyprowadzié warunek 2),
co pokazuje, ze oba problemy sg réwnowazne. Aby to udowodnié, najpierw
wykazmy

Lemat 1. Jesli f : Z, — N spelnia warunki 1) i 2'), to dla kazdego a € 7,
istnieje takie n € Z, zZe

F(am) = f(a(n+1).
Lemat ten méwi w szczegdlnosci, ze f musi mie¢ dowolnie dlugie przedzialy,
na ktorych jest stala — jesli bowiem f(an) = f(a(n + 1)), to z monotonicznosci f
(warunek 1)) na calym przedziale [an,a(n + 1)], dlugosci a 4+ 1, f musi by¢ stala.

Zajmijmy si¢ dowodem lematu.

Dowdd. Gdyby dla danego a nie byto takiej liczby n, to wiedzieliby$my,
ze dla kazdego k € Zy zachodzi f(ak) + 1 < f(a(k+ 1)), a wigc réwniez
fla(k+1)) > f(ak) + 1 dla dowolnego [ € Z, czyli f roénie przynajmniej
liniowo. Intuicyjnie stwierdzamy, ze funkcja zachowujaca sie podobnie do
logarytmu powinna rosna¢ mniej wiecej tak, jak logarytm.

Formalnie mozna to uzasadni¢ nastepujaco: niech p bedzie liczba pierwsza, ktora
nie dzieli a, natomiast r jakas liczba niepodzielna przez p. Wtedy

f(p) + flar) = f(par) = f(a(r + (p —1)r)) > f(ar) + (p — D)r,
czyli f(p) = (p — 1)r. Jednak r mozna wybraé¢ dowolnie duze, co prowadzi do
sprzecznosci. Zatem musi istnieé takie n, ze f(an) = f(a(n+1)). O

Udowodnimy teraz, ze nie istnieje funkcja, o ktérej méwi problem 2.

Dowaod. Niech a bedzie dowolna liczba catkowita wieksza od 1. Pokazemy przez
indukeje, ze f(a™) = nf(a) dla n € Z,. Podstawa indukcji jest trywialna:
fla) = f(a).
Korzystajac z lematu 1, ustalmy liczbe k € Z (zalezna tylko od a), taka, ze
fla(ak +1) —1) = f(a(ak + 1)+ 1).
Co wiecej, f(a(ak +1)) = f(a) + f(ak + 1) z warunku 2') i te sama wartosé
f przyjmuje réwniez dla a(ak + 1) £ 1. Checemy wykazaé¢ teze indukcyjna
f(@™ ) = (m + 1) f(a) przy zalozeniu, ze f(a™) = mf(a). Mamy
F@™ ) + flak +1) = f(a™ T (ak + 1)) = f(a™(a’k + a)).
7 2") oraz zalozenia indukcyjnego dostajemy
fla™(@®k +ax1)) = f(a™) + f(a®k +ax1) = f(a™) + f(a®k +a) =
— mf(a) + f(a) + flak +1),
wiec z monotonicznosci réwniez
F(@™(ak + a)) = (m + 1) f(a) + f(ak +1).

Podsumowujac, dostajemy

F@™ ) + flak +1) = f(a™(0’k + a)) = (m + 1) f(a) + f(ak + 1),
czyli po prostu teze indukeyjna. To konezy dowdd indukeyjny, ze f(a™) = nf(a)
dla a,n € Z;. Stad juz warunek 2) jest prosta konsekwencja, a wiec problem
sprowadza sie do poprzedniego. [

Oczywidcie, mozna dalej prébowaé ostabia¢ warunki. Nie wydaje sig, by

mialo sens dalsze ostabianie 2), ale mozna zastapi¢ warunek 1) warunkiem
méwiacym, ze dla n € Z zachodzi f(n+1) > f(n) — 1, czyli niemalejacy jest
ciag a, = f(n) + n. Mozna tez p6j$é w inng strone i zastanowi¢ sie, co wyjdzie
dla liczb wymiernych, czyli szukaé¢ funkeji f: Q4 — Q spelniajacej ktoras
wersje warunkow. Mozliwosci poszukiwan jest wiele, by¢ moze nawet uda sie tak
dobra¢ warunki, by odpowiednia funkcja istniala i nie byla trywialna. Zachecam
Czytelnikéw do samodzielnego zajecia sie tym tematem.
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